STUDIA OECONOMICA POSNANIENSIA 2013, vol. 1, no. 9 (258)

Michal Wéjtowicz

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu
email: michwojt@gmail.com

KONSTRUKCJA PORTFELA INWESTYC]JI
Z ZASTOSOWANIEM KRYTERIUM
KELLY’EGO

Streszczenie: Przedmiotem artykulu jest zagadnienie zarzadzania wielkoscia pozycji,
czyli sposobu, w jaki inwestor angazuje swoj majatek w kolejne inwestycje. W przypadku
inwestora stosujacego strategie inwestycyjna o dodatniej wartosci oczekiwanej wyniku
z inwestycji, zarzadzanie pozycja decyduje o tym, czy inwestor osiggnie zysk, czy nie,
a jezeli tak, to ile on wyniesie.

W pierwszej czesci artykutu analizowana jest strategia stosowana na rynku, na ktérym
inwestor moze osiggna¢ zysk o pewnej wartoéci lub ponie$¢ strate o pewnej wartosci.
Chodzi o to, w jaki sposdb inwestor powinien angazowaé swoj majatek, aby zmaksyma-
lizowa¢ jego warto$¢. W drugiej czeéci zostaly omdéwione konsekwencje takiego sposobu
zarzadzania majatkiem przez inwestora. W czedci trzeciej omdwiono maksymalizacje
majatku poprzez zarzadzanie wielkoscia pozycji na rynku, na ktérym zysk lub strata z po-
jedynczej inwestycji moze przyjmowac wiele wartoéci oraz podano praktyczny przyktad
zastosowania takiego podejécia.

Slowa kluczowe: zarzadzanie wielko$cia pozycji, inwestowanie, rynki finansowe, gietda,
zysk.

Klasyfikacja JEL: A10, C61, C62, C63, G11.

BUILDING AN INVESTMENT PORTFOLIO USING THE KELLY
CRITERION

Abstract: This article describes the issue of financial management, that is the way in which an
investor decides how much to put into various investments. If an investor uses a strategy with
positive expectations then correct management determines whether the investor will achieve
a profit or not and, if so, how much it will be. The first part of the article analyses the case of
using a strategy in the market in which an investor can make a fixed profit or fixed loss. The
problem is how investor should manage their investments in order to maximize their value.
The second section describes the consequences of an investor using this method of asset man-
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agement. The third section describes the problem of maximizing wealth through managing
market portfolio size when the profit or loss on a single investment can have multiple values,
and provides a practical example of the use of such an approach.

Keywords: money management, investment, capital markets, Stock Exchange, profit.

Wstep

Podstawowy problem kazdego inwestora polega na znalezieniu strategii o do-
datniej wartosci oczekiwanej wyniku z inwestycji, czyli takiej, ktéra w dtugim
okresie przyniesie mu zysk. Stosowanie takiej strategii to warunek konieczny,
ale niewystarczajacy, do osiagniecia zysku w dtugim okresie. Wielko$¢ zysku
oraz to, czy zostanie on w ogole osiagniety, zalezy bowiem od sposobu, w jaki
inwestor angazuje swoj majatek w kolejne inwestycje.

Aby zobrazowac to zagadnienie, zalézmy, zZe inwestor stosuje pewna stra-
tegie inwestycyjna o dodatniej wartosci oczekiwanej wyniku z inwestycji na
pewnym rynku finansowym. Ponadto chce on zmaksymalizowa¢ majatek
w dlugim okresie. W tym momencie pojawia si¢ pytanie o to, jakg czes§¢
swojego kapitalu inwestor powinien zaangazowaé w pojedyncza inwestycje.
Ta kwestia jest szczegolnie istotna w przypadku takich rynkéw jak rynek wa-
lutowy, gdzie instytucje finansowe umozliwiaja inwestorom obracanie kwota
wielokrotnie przewyzszajacg ich majatek.

Odpowiedzi na ten problem nie daje Zadna z najbardziej popularnych
metod konstrukcji portfela papierow wartosciowych, takich jak metoda Mar-
kowitza czy metoda sugerowana przez teorie rynku kapitalowego [Brown
iReilly 2001, s. 353-378, 386-398]. Wynika to stad, ze portfel skonstruowany
tymi popularnymi metodami odzwierciedla preferencje inwestora, ale tylko
z punktu widzenia warto$ci oczekiwanej stopy zwrotu i ryzyka portfela. Tym-
czasem preferencji inwestora nie jesteSmy w stanie dobrze opisa¢ za pomoca
tylko dwdch wymienionych charakterystyk.

Gdyby$my bowiem uznali, ze inwestor dazy do maksymalizacji wartosci
oczekiwanej stopy zwrotu portfela, to powinien on w pelni wykorzystaé
oferowang mu dzwigni¢ finansowg, a zatem angazowac w kazda inwestycje
wiecej niz ma. W takim przypadku seria stratnych transakeji, a nawet jedna
zla inwestycja, moze spowodowac bankructwo inwestora. Poniewaz zadna
taka strategia inwestycyjna nie jest wolna od mozliwosci strat, wiec predzej
czy pdzniej inwestor musiatby zbankrutowa¢. Nie mozna zatem przyjaé, ze
w dlugim okresie inwestor zmaksymalizuje warto$¢ oczekiwang swojego
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portfela, bo moze zbankrutowa¢. Gdyby$my uznali, ze inwestor dazy do
minimalizacji ryzyka portfela, to nie powinien on w ogéle podejmowac
inwestycji, ale to nie bylaby droga do maksymalizacji majatku inwestora
w diugim okresie.

Odpowiedz na postawione na poczatku pytanie dostarcza tzw. kryterium
Kellyego [Kelly 1956]. Metoda inwestowania opierajaca si¢ na tym kryterium
polega na angazowaniu przez inwestora w kazda inwestycje pewnej czesci
jego obecnego majatku. Wielkos¢ te okresla si¢ w taki sposob, aby zmak-
symalizowa¢ warto$¢ oczekiwang wzglednego przyrostu majatku inwesto-
ra. Tak skonstruowany portfel ma wiele pozadanych przez inwestora cech.
Maksymalizuje on majatek inwestora w dtugim okresie [Breiman 1961, s. 72]
lub minimalizuje oczekiwany, w poréwnaniu z portfelami skonstruowanymi
innymi metodami, czas potrzebny do osiggnigcia ustalonego celu finansowego
[Breiman 1961, s. 68], a postugujacy si¢ nim inwestor nigdy nie bankrutuje
[Hakansson i Miller 1975].

1. Strategia inwestycyjna. Model dwumianowy

Zalézmy, ze inwestor postuguje sie strategia inwestycyjng o dodatniej wartosci
oczekiwanej wyniku z inwestycji, ktéra na danym rynku finansowym pozwala
mu osiggna¢ dwa wyniki inwestycyjne: zysk réwny a z prawdopodobienstwem
p lub strate réwna b z prawdopodobienstwem g, przy czym a, b, p, g > 0 oraz
p+tq=1

Niech Y| oznacza zmienng losowg okreslajacg wynik finansowy inwestora
postugujacego sie tg strategia. Wowczas E(Y,) = ap - bq > 0, bo - z zalo-
zenia — inwestor postuguje si¢ strategia inwestycyjna o dodatniej wartosci
oczekiwanej wyniku z inwestycji. (Gdyby bowiem inwestor postugiwat sie
strategia o ujemnej wartosci oczekiwanej wyniku z inwestycji, to — $rednio
rzecz biorac - kazda inwestycja bylaby dla niego stratna, a wigc zmniejszalaby
jego majatek i prowadzila do bankructwa. Postugiwanie si¢ taka strategia nie
mialtoby sensu).

Y,
Niech Z, = ?1 bedzie zmienng losowa okreslajaca wynik finansowy inwe-

stora podzielony przez strate. Wowczas:

B(z) =20 L, ()
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Przyjmijmy, ze inwestor dokonuje N inwestycji, zyskujac u razy stawke
a i w razy tracac stawke b, przy czym u + w = N. Stad jego majatek po N

inwestycjach wynosi:
al { (—inwestycjai ]]
[| 1+ f| o294 )|
iy strata
gdzie:

inwestycja, — zysk/strata inwestora z pojedynczej jednostki inwestycyjnej
z i-tej inwestycji;
strata - strata, ktérg moze ponie$¢ inwestor na jednostce inwestycyjnej,
np. akcji;
f — wybrany przez inwestora dzielnik z przedziatu (0,1).

Oczywiscie strata inwestora jest ujemna. Ponadto poniewaz na pojedynczej
jednostce inwestycyjnej inwestor moze osiggna¢ tylko dwa wyniki inwe-
stycyjne, to jesli w i-tej inwestycji osiggnie ujemny wynik to zawsze jest on
réwny z gory znanej stracie. Srednia geometryczna majatku inwestora H po
N inwestycjach wynosi zatem [Vince 1990, s. 85]:

N —inwestycja,
H=n I+f | —————||.
\/l,:[[ f [ strata D

W modelu dwumianowym H wynosi:

o (O = [ R e

w

N -z

wigc przy dostatecznie wysokiej wartoéci N liczby (1 +f %j oraz (1 —f )N

beda dobrze przyblizane (zgodnie z prawem wielkich liczb), odpowiednio,
»

liczbami [14— f %J oraz (1— f )q. W dalszej czesci pracy, dla uproszczenia

rozwazan, bedziemy przyjmowac, ze:

H:[Hf%jp-(l—f)q,



106 Michat Wéjtowicz

postugujac si¢ czesto (nieprecyzyjnym', ale uzytecznym) zalozeniem, ze
u w
=—orazq=—.
P N 1 N

Ustalony przez inwestora dzielnik f nalezy rozumie¢ jako wielkos¢, ktéra
pozwala mu okresli¢, ile jednostek inwestycyjnych, np. akeji, powinien on
naby¢ przy danym majatku i mozliwej stracie. Dla przykladu, zalézmy, ze
najwigksza mozliwa strata inwestora wynosi 100 dolaréw, f = 0,25. Woéwczas

100
025 400, czyli inwestor powinien naby¢ jedng akcje na kazde 400 dolaréw

sv’vojego majatku [Vince 1990, s. 80, 88].

Mozna zalozy¢, ze inwestor jest w stanie naby¢ wiecej jednostek inwesty-
cyjnych niz wynikaloby to ze stanu jego majatku. Takie zalozenie pokrywa si¢
z rzeczywistoscig, poniewaz niektore instytucje finansowe oferujace swoim
klientom dzwignie finansowsa, pozwalajg na zakup i sprzedaz jednostek in-
westycyjnych w liczbie, ktéra przewyzsza (czasem wielokrotnie) liczbe wy-
nikajacg ze stanu majatku inwestora.

H jest funkcja dzielnika f, wiec bedziemy czesto pisa¢ zamiast H. Okresla
ona $redni wzgledny stan majatku po pojedynczej transakeji inwestora postu-
gujacego si¢ dzielnikiem f. Funkcja H ma ekstremum w tym samym punkcie
co funkcja G = In(H), co wynika z réznowartosciowosci i monotonicznosci
funkgji logarytmicznej. Funkcja G jest funkcja pomocnicza stuzaca do wy-
znaczenia dzielnika f, dla ktérego funkcja H osigga maksymalng wartos¢.

Oznaczajac A = %, widzimy, Ze nieréwnos¢ (1) przyjmuje wygodniejsza postac:
E(z,)=Ap—q>0. (2)
Ponadto:

G(f)=InH(f)=p-In(1+ fA)+q-In(1-f),

Pochodna funkgcji G wzgledem f wynosi:

, A
¢'(f) =251 (3)
Poniewaz f nalezy do przedzialu (0,1), to mianownik zadnego utamka w (3)
nie przyjmuje wartosci rownej zero.

! Zalozenie jest precyzyjne przy liczbie transakeji historycznych N dazacej do nieskonczo-
noéci. Jednak w praktyce inwestor rzadko jest w stanie dostarczy¢ takg wielko$¢ proby.
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Wiadomo, ze ciggla i rézniczkowalna funkcja okreslona na przedziale ot-
wartym moze osigga¢ ekstremum w punkcie, w ktérym jej pierwsza pochodna
osigga warto$¢ zero. Wobec tego, w celu wyznaczenia punktéw, w ktérych
funkcja G, a wigc réwniez funkcja H, moze osiaga¢ maksimum, nalezy przy-
réwnac prawg strone rownania (3) do zera:

PA__ a4 _,, (4)
I+fA 1-f
Niech f*bedzie rozwigzaniem réwnania (4):
-_pA-q q
e 5
f==ry (5)

Druga pochodna funkgji G jest réwna:

L PAT g
i) (1+fA) (1-f)

wigc jest ujemna dla dowolnego fnalezacego do przedziatu (0,1), zatem osiaga
maksimum w punkcie f*. Wobec tego f* jest dzielnikiem maksymalizujacym
warto$¢ oczekiwang wzglednego przyrostu majatku inwestora. Majatek in-
westora postugujacego si¢ tym dzielnikiem bedzie przy liczbie transakcji N
dazacej do nieskonczonosci wigkszy niz w przypadku, gdyby postugiwat sie
jakimkolwiek innym dzielnikiem. Dzielnik o takiej wlasno$ci bedziemy dalej
nazywac optymalnym dzielnikiem.

2. Wlasnosci portfela inwestycji skonstruowanego na
podstawie kryterium Kelly’ego w modelu dwumianowym

2.1. Wrazliwos¢ f* na relacje zysku do straty
Wtasnos¢ 1. Wzrost/spadek stosunku zysku do straty powoduje wzrost/spadek f*.

Dowdd wynika z réwnosci (5): jesli A ro$nie/maleje, to utamek % maleje/
ro$nie, wigc warto$¢ f* ro$nie/maleje.

Oznacza to, ze jesli zwigkszy/zmniejszy si¢ stosunek zysku do straty, to
inwestor bedzie musial angazowac¢ wigksza/mniejsza czg$¢ swojego majatku
w pojedynczg inwestycje.
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zysk
2.2. Granica f* przy stosunkum rosnacym do nieskonczonosci

Wilasnos¢ 2. Wzrost stosunku zysku do straty moze spowodowac wzrost f* do
poziomu nie wigkszego niz prawdopodobieristwo zysku.

Dowéd wynika z faktu, ze funkcja y(A)=p —%
(dla A>2)dop.

Oznacza to, ze jesli zwigkszy sie stosunek zysku do straty, to inwestor nie
zwiekszy zaangazowania swojego majatku w pojedyncza inwestycje ponad
poziom wyznaczony przez prawdopodobienstwo zysku.

jest funkcja $cisle rosnaca

2.3. Wrazliwo$¢ f* na prawdopodobienstwo zysku

Wilasnos¢ 3. Wzrost/spadek prawdopodobieristwa zysku powoduje wzrost/spa-
dek f*.

Wiasnos¢ jest natychmiastowa konsekwencja wzoru (5), mamy:

. q 1-p 1) 1
=p-L=p- L pl1t+—|——, 6
f=p A p A p ( Aj A (6)
stad, jesli p rosnie, to f* tez roénie.
Oznacza to, ze jesli prawdopodobienstwo zysku bedzie wieksze/mniejsze, to
w pojedyncza inwestycje inwestor bedzie musial angazowa¢ wieksza/mniejsza
cze$¢ swojego majatku.

2.4. Granica f* przy prawdopodobienstwie zysku dazacym do
jednosci

Wilasnosé 4. Wzrost prawdopodobieristwa zysku powoduje wzrost f*, ale do
poziomu nie wigkszego niz 1.

. : . ‘o (N s f il 1 1
Dowod wynika zréwnosci (6) i whasnosci 3:jeslip=1,to f*=1:| 1+ — |-—=1.
A) A
Oznacza to, ze gorna granica wzrostu zaangazowania majatku inwestora to 1.

2.5. Minimalne obsuniecie kapitalu

Obsunigcie kapitatu definiuje sie jako maksymalny procentowy spadek majat-
ku inwestora. HPR (holding period returns), czyli zwrot majatku z inwestycji,
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to okreslony procentowo oczekiwany stan majatku inwestora po jednej inwe-
stycji. Mamy: HPR = 1 plus stopa zwrotu osiagnieta przez inwestora [Vince
1990, s. 68].

Wilasnos¢ 5. Minimalne obsunigcie majgtku inwestora (drawdown) postugujg-
cego si¢ dzielnikiem f* jest rowne f*.

Dowdd. W naszym przypadku, dla majatku inwestora postugujacego si¢ dziel-
nikiem f, zachodzi réwno$¢ [Vince 1990, s. 85]:

HPR=1+ f- '—11‘1westyc]a ’ 7
najwiegksza strata

Poniewaz q > 0, to prawdopodobienstwo tego, ze inwestor poniesie strate,
jest dodatnie, a gdy taka nastgpi, to zgodnie z wzorem (7) majatek inwestora
zmaleje o f procent.

Oznacza to, ze strategie inwestycyjne o wysokim optymalnym dzielniku sg
zwigzane z ryzykiem duzych spadkéw majatku inwestora.

2.6. Majatek inwestora po dwdch kolejnych inwestycjach
zakonczonych réznym wynikiem

Wiasnos¢ 6. Jesli w dwoch kolejnych inwestycjach inwestor albo zyska i straci,
albo straci i zyska, to jego majqgtek si¢ zmniejszy.

Dowdd [Ziemba 2005, s. 8]. Zaldzmy, ze inwestor rozpoczyna inwestycje z majat-
kiem B.Podwochinwestycjachtakwotawyniesie B - (1 —f) : (1 + f) =B (1 -f? ),
ktoéra jest mniejsza od B, poniewaz (1 —-f? ) <L

Oznacza to, ze strategia inwestycyjna o zerowej wartosci oczekiwanej wyniku
z inwestycji oraz rownym prawdopodobienstwie zysku i straty przynosi straty.

2.7. Ryzyko inwestora w sytuacji wysokiego prawdopodobienstwie
zysku

Wilasnos¢ 7. W przypadku wysokiego prawdopodobieristwa zysku inwestor
stosujgcy dzielnik f* ryzykuje duzg czescig swojego majgtku.

Wrtasno$¢ 7 ilustruje przyktad. Niechp =0,95,A=1, " = 0.95-0,05 0,9
1

czyli w jednej inwestycji inwestor ryzykuje utrata dziewiec¢dziesigciu procent
swojego majatku.
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Oznacza to, ze jedli inwestor postuguje sig strategia o wysokim prawdopodo-
bienstwie zysku, to ryzykuje duzymi spadkami swojego majatku.

2.8. Krzywa zlogarytmowanej sredniej geometrycznej majatku
inwestora

Wilasnos¢ 8. Wykres funkcji G(f), zlogarytmowanej sredniej geometrycznej
majgtku inwestora, ma nastepujgcg postac na przedziale [0,1):

G(f)

Rysunek 1. Krzywa zlogarytmowanej $redniej geometrycznej majatku inwestora

Zrédto: [Thorpe 2007, s. 6]

Dowdd. Dowdd zostal pierwotnie sformutowany przez Thorpe’a [2007, s. 5]
dla szczegdlnego przypadku modelu dwumianowego, gdy A =1 oraz p > 0,5,
ma jednak zastosowanie réwniez do przypadku ogolnego.

Zauwazmy, ze G' (0) =pA—q= E(Z1 ) >0, wiec funkcja G rosnie w punk-
cie zero. Ponadto:

limG(f):fli_)r?[p-ln(lJrfA)%—q-ln(l—f)]:—oo. (8)

f-r
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Wiemy juz, ze G “(f) < 0 na przedziale [0,1), czyli funkcja G(f) jest na tym
przedziale wypukla do gory. Wobec tego, a takze z (8) i z faktu, ze G'(0) > 0
wynika, ze funkcja G’(f) jest dodatnia w otoczeniu zera, a nastepnie maleje do
minus nieskonczonosci, gdy f dazy do jednosci. Funkcje G oraz G’ sg ciagle, co
oznacza, ze istnieje taki dzielnik f* nalezacy do przedziatu (0,1), ze G'(f) =0
i G”(f*) <0, czyli dzielnik, dla ktorego funkcja G(f) osigga maksimum. Ponadto

G(0) =01 lim G(f) == —00, wiec musi istnie¢ liczbafC taka, ze 0 < f* <fc <1
f-1r

oraz G(f)) = 0.
Wykres (rysunek 1) pokazuje, ze inwestor postugujacy sie strategia o do-
datniej wartosci oczekiwanej wyniku z inwestycji moze ponosic straty.

2.9. Mozliwo$c¢ straty w przypadku wyboru innego dzielnika niz f*

Wilasnosé 9. Inwestor stosujgcy strategie o dodatniej wartosci oczekiwanej moze
zbankrutowad.

Dowdd. Ta wlasno$¢ wynika stad, ze dla f> f mamy G(f) <0, i z nastepujacego
twierdzenia, sformutowanego i udowodnionego przez Thorpe’a [2007, s. 5]:

Twierdzenie 1. Niech X bedzie zmienng losowg stanu majatku inwestora
inwestujacego stawke fw chwili n = 1, 2, ... . Woweczas, jezeli G(f) > 0, to

limX =oo,agdy G(f) <0,tolimX =0.

Wrtasno$¢ ta pokazuje istotno$¢ pytania postawionego we wstepie artykutu.
Wynika z niej, ze nawet jesli inwestor stosuje strategie o dodatniej wartosci
oczekiwanej wyniku z inwestycji, ale zle angazuje swdj majatek, to w diuzszej
perspektywie czasu zbankrutuje.

3. Strategia inwestycyjna. Model wielomianowy

Rozwazmy teraz naturalne uogdélnienie strategii inwestycyjnej modelu dwu-
mianowego omoéwionego w poprzednich rozdziatach. Inwestor postuguje sie
strategia o dodatniej warto$ci oczekiwanej wyniku z inwestycji, uzyskujac
a,a, ... a,z prawdopodobienstwami Py Py - P, OTaz traci stawki bl, bz, .
b,, z prawdopodobienstwami g,, q,, ..., 4, przy czyma, b, p, g, >0dlai= 1,
2,..onj=12,...,morazp +p,+..+p +q,++q,+..+q =1 Pozatym,
niech b oznacza maksymalng strate inwestora, tj. b = max{bl, bz, s bm} > 0.
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Niech Y, oznacza zmienng losowg okreslajacg wynik finansowy inwestora.
Zakladamy, ze E (Y1 ) = Za Di— ijqj >0, bo - jak wspomniano - stosowanie

strategii inwestycyjnej ‘ma sensj?ylko wtedy, gdy ma ona dodatniag warto$¢
oczekiwang wyniku z inwestycji.
Y,
Niech Z, = ?1 bedzie zmienng losowg okreslajacg wynik finansowy inwe-
E(Y)
D

Przyjmijmy teraz, ze inwestor dokonuje N inwestycji, zyskujac u, razy
stawke a, u, razy stawke a ..., U Tazy stawke a, oraz stracil w, razy stawke
-b,, w, razy stawke -b,, ..., w_, razy stawke -b_, przy czym u, +...+u +w, +
... +w_= N. Stad jego majatek po N inwestycjach wynosi:

(1+f%j | ...(1+f%"jn[1—f%j l...(l—f%"j

wigc $rednia geometryczna H majatku inwestora po N inwestycjach, wynosi:

oofloAT s O] k]

=(1+f%JN ...(1+f%”jN (l—f%jN ...(1—f%’”jN ,

zatem przy dostatecznie wysokiej wartosci N liczby(l +f %] oraz (1 -f —j

stora podzielony przez najwigksza mozliwg strate. Wowczas E(Z,) =

beda dobrze przyblizane (zgodnie z prawem wielkich liczb), odpowiednio,
pi 9;
liczbami [1+ f %’j oraz (1— f EJJ . W dalszej czegsci pracy bedziemy

przyjmowac, ze:

H=(1+f%] | ...(1+f%”J " (l—f%J | ...[l—f%’”j |

u. .
postugujac si¢ uzytecznym zalozeniem, ze p, = ﬁl orazq; = EJ
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Funkcja H ma ekstremum w tym samym punkcie co funkcja G = In(H).

b
Oznaczmy A, :&, A, =a—2, o A, =a—”, B =+ B=+*,.,B, ="
b b b b b b
Wtedy:
E(Z1) = ZAipi _Zquj'
i=1 j=1
Ponadto:

G=pIn(1+ fA )+...+p, In(1+ fA, )+ q,In(1- fB ) +...+q, In(1- fB,).
Woéweczas pierwsza pochodna funkeji G wynosi:

A B
Gr(f): PlAl .+ pn n__ qlBl = qm m_
1+fA1 ]'+fAn 1_fB1 1_ij

Ze wzgledu na to, ze fnalezy do przedziatu (0,1), mianownik zadnego ulamka

(9)

nie przyjmuje wartosci rownej zero (poniewaz Bj = _ J <1,
a0<f<1). b max{b,b,,....b,}
W celu wyznaczenia punktéw, w ktérych funkcja G moze osigga¢ maksimum,

nalezy przyréwnaé prawg strong réwnania (9) do zera:

P4 +___+pn_An_ql_Bl_”__M:0. (10)
1+ fA, 1+fA, 1-fB, 1-B,

Po sprowadzeniu réwnania (10) do wspoélnego mianownika, a nastgpnie po
pomnozeniu réwnania przez ten mianownik, otrzymujemy:

A (1+fA,)...(1+ fA,)(1- /B )(1- /B, ) +...+

pA, (1+fA)...(1+ fA, ) (1- B,)(1- /B, ) - (11)
-q,B,(1+ fA,)...(1+ fA,)(1- fB,)(1- /B, ) —...—

-q,.B,, (1+ fA,)...(1+ fA,)(1- fB,)(1- /B, ) =0.

Wiadomo, ze dla wielomianéw o stopniu wyzszym niz cztery nie istniejg
ogodlne wzory na ich pierwiastki [Browkin 1968, s. 147-148]. Lewa strona
réwnania (11) jest wielomianem stopnia n + m — 1. W zwigzku z tym ogdlne
wzory na dzielnik f, spelniajacy warunek konieczny istnienia ekstremum
$redniej geometrycznej majatku inwestora, mozna podac tylko w sytuaciji,
gdy n + m nie przekracza 5.
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Wiasnosci modelu dwumianowego dotyczace minimalnego obsuniecia
kapitatu, krzywej zlogarytmowanej sredniej geometrycznej majatku inwestora
oraz mozliwosci straty w przypadku wyboru innego dzielnika niz optymalny
ma réwniez model wielomianowy. Ze wzgledu na brak ogélnego wzoru na
optymalny dzielnik w modelu wielomianowym sprawdzenie pozostalych
wlasnosci modelu jest niemozliwe.

Dowody wlasnosci (5), (6), (8) 1 (9) wygladaja tak, jak wczesniej. Wyjatkiem
jest analiza przebiegu krzywej zlogarytmowanej sredniej geometrycznej majat-
ku inwestora. Aby udowodni¢ omdéwiong wczesniej wlasno$¢, zauwazmy, ze:

G'(0)=pA, +..+p,A,—qB, —...—q, B =E(Z,)>0,

wigc z cigglosci funkeji G” wynika, ze G'(f) > 0 w pewnym otoczeniu punktu
zero, wiec G ro$nie w tym otoczeniu, zatem G(f) ro$nie w otoczeniu punktu
zero. Dalsza cz¢s¢ dowodu pokrywa si¢ z dowodem dla modelu dwumiano-
wego, przy czym mozna zauwazyc, ze:

G"( ):_ PA - pA __ q,8’ - qumzz.
(1+14,) (1+f4,) (1-/8) (1-B,)

a wiec druga pochodna G”(f) jest ujemna dla dowolnego fz przedziatu (0,1).
Oznacza to, ze dla kazdej strategii inwestycyjnej o dodatniej wartosci oczeki-
wanej wyniku z inwestycji istnieje optymalny dzielnik f¥, ktéry maksymalizuje
warto$¢ oczekiwang wzglednego przyrostu majatku inwestora. Dotyczy to
réwniez strategii, ktére mozna opisa¢ za pomoca modelu dwumianowego,
szczegblnego przypadku modelu wielomianowego.

Mimo braku ogélnego wzoru na optymalny dzielnik w modelu wielomia-
nowym w praktyce mozna go wyznaczy¢ w prosty sposob. Na ogét inwestor
opisuje swoja strategi¢ inwestycyjna za pomoca modelu lub na podstawie hi-
storycznych transakcji. W przypadku modelu wielomianowego nalezy dokona¢
symulacji duzej liczby transakeji, a nastepnie, przy okreslonej dtugosci kroku,
sprawdzi¢, ktory dzielnik od 0,01 do 0,99 daje najwiekszy wzrost majatku inwe-
stora. Dtugos¢ kroku okresla, o jaka warto$¢ nalezy zwiekszy¢ lub zmniejszy¢
dzielnik w kolejnym kroku, aby stwierdzi¢, jaki wzrost majatku inwestora daje
dany dzielnik. Na ogét przyjmuje sig, ze dlugo$¢ kroku wynosi 0,01.

W przypadku transakcji historycznych procedura wyglada analogicznie,
przy czym dla réznych dzielnikéw symuluje sie, Ze inwestor dokonat wszyst-
kich transakcji z przeszto$ci, a nastepnie bada, ktory dzielnik dat inwestorowi
najwiekszy wzrost majatku.




Konstrukeja portfela inwestycji z zastosowaniem kryterium Kellyego 115

Metoda zaproponowana przez Ralpha Vince’a [1990, s. 88] pozwala skroci¢
procedure poszukiwania optymalnego dzielnika. Jesli bowiem zauwazymy, ze
w kolejnym kroku po raz pierwszy nastapit spadek wzrostu majatku inwestora,
to znaczy to, ze poprzedni dzielnik byl optymalny. Przedstawiona wczesniej
wlasnos¢ (8), ktdra opisuje ksztalt zlogarytmowanej $redniej geometryczne;j
majatku inwestora, daje matematyczne potwierdzenie poprawnosci tego po-
dejscia.

Przedstawienie sredniego wzglednego stanu majatku po pojedynczej trans-
akeji inwestora jako zaleznej od dzielnika f funkcji H pozwala wyznaczy¢ f*
w jeszcze jeden sposob. Polega on na wyznaczeniu funkcji G, jej pochodnej G’
oraz znalezieniu dzielnika fz przedziatu (0,1), dla ktérego G’ osiaga wartos¢ 0.

Przyklad

Inwestor opracowat strategie inwestycyjna na rynek srebra. Dla pojedynczego
kontraktu pozwala ona osiggac zyski rowne a, = 6, a, = 2 lub strate w wysokosci
b, = 2. Inwestor korzysta z oferowanej przez jego brokera opcji automatycz-
nej realizacji zlecen, ktdra daje mu pewnos¢, ze nie osiggnie zadnego innego
wyniki finansowego na pojedynczej transakgcji.

Inwestor postanowil zbada¢ uzytecznos¢ strategii, analizujac jej wyniki dla
tysigca transakcji historycznych (N = 1000). Okazalo si¢, ze kwote a, zyskat
400 razy (4, = 400), kwote a, zyskat 200 razy (i, = 200), kwote stracit 400 razy
(w, =400). Zgodnie z prawem wielkich liczb mozna zatem przyja¢, ze praw-
dopodobienstwa p , p, uzyskania odpowiednio kwot a, i a, oraz prawdopodo-

4
bienstwo g, straty kwoty w, sg dobrze przyblizane liczbami p, = % =0,4,

_ 200 _ _ 400 _ 0,4. Wartos¢ oczekiwana strategii inwes‘? cyjnej
p2_1000_ 4 1000 " g yeyne)
wyniku dla pojedynczej transakcji wynosi zatem 0,4-6 +0,2-2-0,4-2=2,
azatem jest dodatnia. W zwiazku z tym postugiwanie sie tg strategia ma sens.

Inwestor moze osiaggna¢ tylko strate rowna 2, a zatem najwigksza mozliwa
strata do osiggniecia wynosi b = 2. Ilorazy mozliwych do osiggniecia wynikow

2
finansowych dla zyskéw 6 i 2 wynosza odpowiednio A, = g =3iA, = 5= 1,

> &>

2
a dla straty 2 wynosi B, = 57 1. Funkcja H przyjmuje wowczas postac:

H(f)=(0+3 )" (L10) (114"

co przedstawia rysunek 2.
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Rysunek 2. Wykres funkcji H, czyli $redniego wzglednego stanu majatku po pojedyn-
czej transakcji inwestora dla badanej strategii inwestycyjnej, w zaleznosci od wybranego
dzielnika f

Pomocnicza funkcja G przyjmuje postaé:
G(f)=0,4-In(1+3- f)+0,2-In(1+1- f)+0,2-In(1-1- f),

co przedstawia rysunek 3.

0,4 - G(f)
0,3 +
0,2 +

0,11 f

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 05 0,9 1,0

-0,14
0,2 +
-0,3 4
0,4+
-0,5+
-0,6 +
0,7 +
0,8+
0,91

Rysunek 3. Wykres pomocniczej funkcji G dla badanej strategii inwestycyjnej

Wykresy funkcji Hi G informujg inwestora, jaki wpltyw na jego majatek mia-
toby wybranie dzielnika f nalezacego do lewostronnego otoczenia f*. Jest to
istotna informacja dla inwestora zainteresowanego rezygnacja z czesci zyskow
na rzecz zmniejszenia ryzyka jego majatku. Wykresy obu funkeji zawieraja
informacje na temat kosztow takiej zamiany.
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W przypadku badanej strategii funkcje w miare tagodnie maleja w lewostron-
nym otoczeniu f¥, a zatem postugiwanie si¢ mniejszym dzielnikiem, co zgodnie
z wlasnoscia (5) zmniejsza ryzyko portfela inwestora, do pewnego momentu
wigze si¢ z niewielkim spadkiem $redniego zysku na pojedyncza transakcje.

Pochodna funkcji G ma nastgpujaca postac:

. L2 02 02
(f)_1+3f+1+f 1-f

Po przyréwnaniu prawej strony réwnania do zera i po prostych przeksztalce-
niach otrzymujemy réwnanie:

L2(1+ f) (1= f)+0,2(1+3f)(1- f)—0,2(1+3f)(1+ f) =0.
Po wykonaniu odpowiednich przeksztalcen rownanie przyjmuje posta¢:
3f7+1,2f-1=0.

Rozwigzaniem rownanie jest f= -0,81 i f = 0,41. Poniewaz wiemy, Ze op-
tymalny dzielnik nalezy do przedziatu (0,1), wigc f* = 0,41.

W programie Excel zostala wykonana symulacja postugiwania sig strategia
inwestycyjna z optymalnym dzielnikiem f*= 0,41 przy kapitale poczatkowym
wynoszacym 100 dolaréw na podstawie 50 transakcji. Wyniki przedstawia
rysunek 4.
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Rysunek 4. Majatek inwestora poslugujacego sie optymalnym dzielnikiem po okreslonej
transakgji
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Wida, ze po okolo 30 transakcjach majatek inwestora bardzo mocno wzrdst,
w pewnym momencie osiaggnal wielko$¢ kilkunastu milinéw dolaréw, ale
pdzniej wystepowaly rowniez bardzo duze spadki jego wartosci. Majatek poza
poczatkowymi transakcjami nie spadl ponizej 2 milionéw dolaréw.

Zakonczenie

Zapisanie sredniej geometrycznej majatku inwestora jako funkcji zaleznej od
dzielnika f niesie trzy korzysci. Po pierwsze, pozwala w alternatywny sposéb
wyznaczy¢ optymalny dzielnik f* jako rozwigzanie réwnania z przedziatu (0,1).
Po drugie, informuje o kosztach postugiwania si¢ dzielnikiem mniejszym od
optymalnego w celu zmniejszenia ryzyka majatku inwestora. Ostatnia korzys¢,
po trzecie, wigze si¢ z metodg wyznaczania optymalnego dzielnika, ktérg za-
proponowal Vince. Opiera si¢ ona na zalozeniu, ze dla dzielnikéw mniejszych/
mniejszych od f* wzrost/spadek dzielnika powoduje wzrost/spadek majatku
inwestora. W swojej ksigzce Vince nie przedstawia jednak dowodu na to, ze
to zalozenie jest spelnione. Przedstawiona w artykule wiasnos¢ (8) potwierdza
prawdziwos¢ tego zalozenia.
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