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SUBOPTYMALNA ROWNOWAGA
RYNKOWA W MALEJ GOSPODARCE
OTWARTEJ] W WARUNKACH DOSKONALE]
MOBILNOSCI KAPITALU

Streszczenie: Przedstawiamy model wzrostu AK opisujacy gospodarke prywatna (bez
wyrdznionego sektora publicznego) w warunkach doskonatej mobilnosci kapitatu. Badamy
wlasno$ci gospodarki zdecentralizowanej (wolnorynkowej), w ktorej wszystkie podmioty
(konsumenci, producenci) dziatajg wylacznie w swoim indywidualnym interesie — po-
dejmuja takie decyzje, aby maksymalizowa¢ wlasny dobrobyt. Rozwigzujemy w tym celu
odpowiednie zadanie sterowania optymalnego, a nastepnie wyznaczamy réwnowage
rynkows. Ze wzgledu na pozytywne efekty zewnetrzne akumulacji kapitatu, ktorych
pojedyncze podmioty nie uwzgledniaja, réwnowaga w gospodarce zdecentralizowanej
jest suboptymalna. Dowodzimy tego, rozwigzujac analogiczne zadanie optymalizacyjne
uwzgledniajace calg wiedze o gospodarce — w tym efekty zewnetrzne (zadanie tzw. cen-
tralnego planisty) - i poréwnujac poziom dobrobytu w obu sytuacjach.

Stowa kluczowe: model AK, wzrost gospodarczy, doskonala mobilnos¢ kapitatu, efekty
zewnetrzne, rOwnowaga suboptymalna.

Klasyfikacja JEL: D62, D9, F43, O4.

SUBOPTIMAL MARKET EQUILIBRIUM IN A SMALL OPEN
ECONOMY IN CONDITIONS OF PERFECT CAPITAL MOBILITY

Abstract: We present the AK open-economy growth model describing a private sector economy
(without an explicit public sector) in conditions of perfect capital mobility where agents may
invest abroad or borrow any amount of capital at a fixed interest rate. We investigate the
properties of a decentralized (free market) economy, where all the stakeholders (consumers
and producers) pursue their individual interests; they take decisions to maximize their own
benefits. For this purpose the optimal control is established, and then the market equilibrium
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determined. Due to the positive external effects of capital accumulation, which does not take
into account the individual actors, a decentralized, free-market equilibrium is suboptimal. This
proposition is mathematically proved by solving the analogous optimization problem which
incorporates all the knowledge about an economy, including externalities (the so-called ‘central
planner’ approach), and comparing the level of prosperity in both situations.

Keywords: AK model, economic growth, perfect capital mobility, external effects, suboptimal
equilibrium.

Wstep

Teoria endogenicznego wzrostu gospodarczego, zainicjowana artykutem Ro-
mera [1986], rozwinela si¢ w jeden z obszerniejszych nurtéw teorii ekonomii.
W jej ramach s3 konstruowane réznorodne teoretyczne modele réwnowagi
i wzrostu, ktérych wspolna cecha sa fundamenty mikroekonomiczne (micro-
foundations). Gospodarka jest w nich zbiorem optymalnie postepujacych pod-
miotéw - na ogét producentéw maksymalizujacych zyski oraz konsumentow,
ktérzy daza do osiagnigcia maksymalnej uzytecznos$ci. Przy odpowiednich
zalozeniach dotyczacych technologii oraz preferencji konsumentéw w mo-
delach tych istnieje rownowaga rynkowa, charakteryzujaca si¢ pewna stopa
wzrostu. Nastepnie bada sie zalezno$¢ owego tempa od przyjetych zalozen
na przyktad od parametréw modelu.

Bardzo obszerny i — naszym zdaniem - reprezentatywny przeglad wspot-
czesnej teorii endogenicznego wzrostu przedstawia Acemoglu [2008] w li-
czacej az 1200 stron monografii. Symptomatyczne jest, ze az 20 z 24 rozdzia-
téw dotyczy w calosci gospodarki zamknietej, a w zaledwie 4 rozdziatach sg
poruszane jakiekolwiek zagadnienia zwigzane z otwartoscig gospodarki. Jest
to typowe dla teorii wzrostu — zdecydowana wiekszo$¢ prac teoretycznych
ogranicza si¢ do gospodarki zamknigtej, a wiec catkowicie pomijane sg takie
zagadnienia, jak zadluzenie zagraniczne, migdzynarodowe transfery kapitatu,
inwestycje zagraniczne, handel miedzynarodowy, (nie)rownowaga bilansu
platniczego itp. W XXI wieku, szczegélnie z punktu widzenia zjednoczonej
Europy, takie podejscie jest nie do przyjecia, co zauwaza coraz liczniejsza
grupa badaczy. Wsrdd nich wyrdznia si¢ Turnovsky, ktéry wiele publikacji
poswigcil gospodarce otwartej. W niedawno wydanej monografii Turnovsky
[2009] przedstawia kilka wersji modelu matej gospodarki otwartej, z konsu-
mentami maksymalizujagcymi uzyteczno$¢ strumienia konsumpcji w sposob
»-Ramseyowski’, przy czym zaréwno sektor publiczny, jak i prywatny moga
sie zadluza¢ i inwestowac za granica. Modele wzrostu gospodarki otwartej
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s3 przedstawiane réwniez w wielu innych publikacjach, z najwczesniejszych
warto wymieni¢ prace Nielsena i Sorensena [1991], Rebelo [1992], Razina
i Yuena [1994], a z pdzniejszych Heijdra i Rompa [2009] oraz Fishera [2010].

W tej pracy przedstawiamy model prywatnej gospodarki otwartej (bez
wyrdznionego sektora publicznego) bedacy pewna modyfikacja jednego z mo-
deli Turnovskyego [2009]. Preferencje konsumentéw definiujemy w nieco
odmienny sposéb, ktory przybliza model, w gruncie rzeczy Ramseyowski,
do modeli tzw. naktadajacych sie pokolen. Przyjmujemy tez nieco odmienny
opis technologii — zagregowang funkcje produkgji typu AK. Modyfikacje te
wplywaja na wnioski jakosciowe i ilo§ciowe z modelu.

1. Podstawowe zalozenia

Liczba ludnosci kraju rosnie wykladniczo, ze stalg (egzogeniczna) stopg wzro-
stu n:

L=Lye", (1)

Realng produkcje per capita opisuje funkcja produkcji Cobba-Douglasa z tzw.
zerowymi korzysciami skali:

yzak“(ef)ﬂ, a+B=1, af>0, a>0, (2)

gdzie k oznacza zasob kapitatu na osobe, a I €[0,1] jest wskaznikiem podazy
pracy. Wspoétczynnik e > 0 odzwierciedla indywidualng (przecigtng) wydaj-
nos¢ pracy. Zaktadamy, ze jest ona proporcjonalna do ilosci kapitatu per capita:

K
ezxf:xk, x = const > 0. (3)

Mimo zaskakujgcej prostoty, zalozenie to ma solidne uzasadnienie w pracach
empirycznych (zob. [Barro i Sala-i-Martin 1995]). Mnozac (2) obustronnie
przez L, dostajemy realng produkcje calej gospodarki:

Y = Ly = a(Lk)*(eIL)? =aK®(eIL), (4)
gdzie K oraz L oznaczaja zagregowane zasoby kapitatu produkcyjnego i pracy

w kraju. Z matematycznego punktu widzenia funkcje produkeji (2) i (4) sa
identyczne, zatem gospodarke jako calo$§¢ mozna analizowa¢ w taki sposob,
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jakby to byla pojedyncza ,firma’, ktérej produkeja jest opisana funkcja (2).
Uwzgledniajac (3) i (4), funkcje produkeji (2) mozna zapisa¢ w postaci:

y =ak®(el )P = ak®(xk1)P = Ak, (5)

gdzie A = a(xT)ﬁ = const > 0.

Popyt na kapital i prace wynika z racjonalnych decyzji podejmowanych
przez firmy starajace si¢ maksymalizowa¢ zyski. Zakladamy, ze na rynkach
czynnikéw produkeji panuje konkurencja doskonata, a zatem pojedyncza
firma traktuje ceny jako wielkosci ,,narzucone” przez rynek. Niech wy oznacza
realng cen¢ wynajmu jednostki kapitatu, a w realng stawke placy. W takim
razie kazda firma (oraz cala gospodarka) zatrudnia pracownikéw i wynajmuje
kapital w taki sposdb, ze stawki plac sg rowne krancowym produktywnosciom
tych czynnikow, czyli:

MPK = % = aak® (el )F = %} =aA=wy, (6)

mpL=2 - Bak® (el )P = E_, (7)
ol [

Ludno$¢ czerpie ,,zadowolenie z zycia” z dwdch zrédel: konsumpcji oraz
czasu wolnego (czasu nieposwieconego na prace), ktéry utozsamiamy z liczbg
1— 1. Poziom szczeécia reprezentatywnego gospodarstwa domowego w danym
momencie opisuje tzw. funkcja chwilowej uzytecznosci (instantaneous utility

function):

ut)=(q,a-1F), y<o, 650, (®)
y

gdzie ¢, oznacza konsumpcje per capita, a 0 wyraza elastyczno$¢ substytucji
czasu wolnego przez konsumpcje. Ulamek y/(1 - y) jest rowny migdzyokreso-
wej elastycznosci substytucji. Przyjete zalozenia gwarantujg wklestos¢ funkcji
u(t) wzgledem c, i 1-1.

Poziom szczg$cia wynikajacego z obecnej i przyszlej konsumpcji oraz
czasu wolnego opisuje nastepujacy funkcjonal (tzw. miedzyokresowa funkcja
uzytecznosci):

U=[ute et = [ ~(c,0-T1 ot p>n )
0 0
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p > 0 oznacza subiektywna stope dyskonta (przysztej konsumpcji). Wyjasnie-
nia wymaga nietypowa, rzadko spotykana w literaturze, stopa efektywnego
dyskonta réwna p - n, ktora przyjelismy wzorem Acemoglu [2008, s. 310].
Gospodarstwa domowe czerpia uzytecznos$¢ zaréwno z wlasnej konsump-
cji i czasu wolnego, jak i z konsumpcji i czasu wolnego swoich przysztych
czlonkoéw (dzieci, wnukow itd.), ktérych liczba rosnie ze stopa n. Zatem im
wyzszg stopa wzrostu populacji n charakteryzuje si¢ dany kraj, tym mniejsza
jest efektywna stopa dyskonta, bo liczebnos¢ dzieci, wnukow itd., ktére beda
konsumowaly, jest wigksza. Méwigc nieco bardziej intuicyjnie — im wigcej
dzieci, tym bardziej cenimy sobie przyszia konsumpcj¢. Zalozenie to przy-
bliza nieco Ramseyowska teori¢ wzrostu do teorii opartej na modelu tzw.
nakfadajacych si¢ pokolen.

Zakladamy, ze p > n. W przeciwnym razie catka wystepujaca w (9) nie
bytaby zbiezna i niemozliwe bytoby rozwiazanie jakiegokolwiek zadania mak-
symalizacji U.

Proces akumulacji kapitatu (per capita) jest opisany w standardowy sposdb:

k=i—(n+d)k, (10)

gdzie § > 0 oznacza tempo deprecjacji kapitalu. Inwestycje obarczone sg tzw.
kosztami dostosowania (adjustment cost) [Hayashi 1982]. Aby (w ujeciu per
capita) zrealizowac inwestycje netto réwne i, trzeba ponies¢ odpowiednio
wigksze naklady rowne

¢(i,k):i(1+§-é} x> 0. (11)

Zakladamy doskonata mobilnos¢ kapitatu, co oznacza, ze sektor prywatny
ma mozliwo$¢ pozyczania oraz lokowania dowolnych kwot za granicg na stala
(a przynajmniej egzogenicznie dang) stope procentowg r. Sektor prywatny
czerpie dochody w formie wynagrodzenia pracy i kapitatu oraz odsetek od
posiadanych aktywow zagranicznych B (umownie zwanych obligacjami):

Y, =wl_L+wKK+rB, (12)
czyli w przeliczeniu na osobe
vy =wl +wik+rb. (13)

Dochody te stuza konsumpcji i inwestycjom, a ewentualna nadwyzka jest
lokowana w obligacjach zagranicznych. Naturalnie nadwyzka ta réwniez moze
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by¢ ujemna, co oznacza konieczno$¢ redukeji salda obligacji zagranicznych
(lub nawet zadluzenia si¢). Réwnanie budzetowe ma wigc postac:

B=wIL+w;K-C-®(, K)+rB, (14)
czyli w ujeciu per capita:
i

15=WT+ka—c—i(1+§-zj+(r—n)b. (15)

Ze wzgledu na (6) i (7) dochody z pracy i kapitalu sg tacznie réwne produkeji.
Zatem (15) mozna zapisa¢ w postaci:

Bzy—c—i(l-l—%-é}r(r—n)b. (16)

Warto podkresli¢, ze rownanie budzetowe (16) w petni uswiadamia sobie
centralny planista, ale nie przeci¢tny Kowalski. Dlatego podejmujac decyzje,
ktore za chwile opiszemy za pomocg zadan sterowania optymalnego, Kowalski
postuguje sie formulg (15), traktujac przy tym stawki ptac w i wy jako wielkosci
dane (egzogeniczne). Natomiast centralny planista wie o gospodarce wszystko,
dlatego postuguje si¢ réwnaniem budzetowym (16).

2. Gospodarka zdecentralizowana (Kowalscy)
Sektor prywatny ustala wielkos¢ konsumpcji i inwestycji tak, aby osiagnaé

jak najwyzszy poziom uzyteczno$ci opisanej przez U. Ow problem decyzyjny
wygodnie zapisa¢ za pomocg zadania sterowania optymalnego:

max Ti(ct(l—ﬂe)ye—(p_")tdt,
0

B=w1_+ka—c—i(1+%%j+(r—n)b, (7)

k=i—(n+d)k.

Zmienne sterujace: c,, i, Zmienne stanu: b,, k, (i posrednio y,). Wielkosci
traktowane jako egzogeniczne: w, wy. Dane s3 poczatkowe warto$ci zmiennych
stanu: b(t = 0) = b, k(t = 0) = k, > 0. Zapiszmy hamiltonian wartosci biezacej:
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H, =%(c(l—l_)9 )+

+/11-{wTerKk—c—i(l+§-éj+(r—n)b}+/\z-[i—(n+6)k]. (18)

Jak wida¢, zmienna A, jest cena dualng bogactwa ulokowanego w obligacje
zagraniczne b. Analogicznie, A, jest ceng dualng kapitalu k. Dla wygody be-
dziemy uzywac réwniez ilorazu tych cen: g = 1,/A,, ktéry mozna interpre-
towac jako rynkowa cene kapitalu w stosunku do rynkowej ceny obligacji
zagranicznych.

Rozwigzanie optymalne zadania (17) musi spelnia¢ nastepujace warunki:

aI_IC —

Yt =0. 19
oc (192)
vt aHC =0. (19b)
Oi
. 0H,
M=— o +M(p—n). (19¢)
. oH,
fo ===+ hlp-n). (19d)
lime™P™A (£) b (£) =0. (19¢)
t—00
lim e P (1) k(t) = 0. (19f)
t—0
Warunek (19a) ma postac:
A==, (20)

co oznacza, ze cena dualna bogactwa (w formie obligacji) musi by¢ dla kazde-
go t réwna marginalnej uzytecznosci konsumpcji. R6zniczkujac to réwnanie
wzgledem t, po przeksztalceniach otrzymujemy:

ﬁ =

¢
A (y—l);. (21)
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Natomiast (19¢) mozna zapisa¢ w postaci:
—=p-r. (22)

Podstawiajac (22) do (21), wyznaczamy stope wzrostu konsumpcji, ktéra dla
wygody bedziemy oznaczaé symbolem y:

) (23)

c 1-y

Zauwazmy, ze rozwigzanie optymalne charakteryzuje si¢ stalg stopa wzrostu
konsumpgji, ktora zalezy wylacznie od parametréw opisujacych preferencije
konsumentdéw oraz od stopy procentowej r. Dokladniej mowiac, stopa wzrostu
konsumpcji jest proporcjonalna do réznicy miedzy stopa oprocentowania
obligacji zagranicznych oraz stopa dyskonta p. Optymalna trajektoria kon-
sumpcji ma postac:

c(t)=c(0)-¢", (24)
czyli konsumpcja catkowita w kraju ksztaltuje si¢ zgodnie z réwnaniem
C(t)=C(0)- V™", (25)

Warunek (19b) mozna zapisa¢ w postaci

A i
=22 14y 26
q 1, Xy (26)
Dzielac (11) obustronnie przez k i uwzgledniajac (26), dostajemy stope wzrostu
kapitatu, ktéra dla wygody oznaczaé bedziemy symbolem ¢:

o=F=1"1_(119). (27)
X

Warto podkresli¢, ze w odrdznieniu od tempa wzrostu konsumpcji, stopa
wzrostu kapitalu nie jest wielkoscig stala, gdyz jest powigzana z trajektoria
q(t). Zatem trajektorie kapitalu mozna zapisac jedynie w bardzo ogélnej (cat-
kowej) postaci:

t
[9(s)ds
k(t) =kye® . (28)
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Z tego wynika, ze zasob kapitalu w kraju ksztaltuje si¢ zgodnie z réwnaniem:

t

[j.tp(s)ds}nt
K(t)=k(t)-L(t)=Kye\° (29)
Aby wyznaczy¢ $ciezke g(t), od ktdrej zalezy trajektoria kapitatu, przyjrzyj-
my sie ostatniemu z warunkéw koniecznych optymalnosci (19d). Uwzgled-
niajac (22) i (26), mozna go zapisa¢ w postaci rownania:

(q-1*

Y

q=(r+08)q—aA—- (30)

Jest to nieliniowe (kwadratowe) rdwnanie rézniczkowe ze statymi wspol-
czynnikami (autonomiczne). Rysunek 1 przedstawia diagram fazowy tego
réwnania.

A
Y
Y
A
v

Rysunek 1. Diagram fazowy rownania (30)

Zauwazmy, ze przedstawiona na wykresie parabola musi mie¢ co naj-
mniej jedno (rzeczywiste) miejsce zerowe — w przeciwnym razie mielibysmy
Vq q <'0, awigc g(t)———>—, coze wz.gle;du na sens ekonomiczny zmiennej
q jest niedopuszczalne. Zatem réwnanie

(r+8)g—aA—-

2
(‘12;1):0 (31)
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musi mie¢ przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty, co zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy

m4£0+6{#+%@+8ﬁ. (32)

Pierwiastki réwnania g =0, s3 dane wzorami:
ql=1+X(r+8)—\/Zx(r+5—aA)+X2(r+8)2, (33)
Gy =1+ y(r+8)+2x(r+0—ad) + x> (r + O). (34)

Latwo zauwazy¢, ze:

(a)Jezelir+d=aA,toq,=1,aq,=1+2x(r + 6).

(b) Jezelir + 6 > A, to 0< g, < 1 < g,.

(c)Jezelir+d< aA,to 1< q,<q,.

Generalnie, w kazdym przypadku g, > q, > 0 oraz g, > 1. Oba punkty
stanowig stany stacjonarne, z tym ze w punkcie g, stan ten jest niestabilny,
a w punkcie g, jest lokalnie stabilny. W Aneksie pokazujemy, ze warunek
transwersalnosci (19f) jest spelniony jedynie w punkcie q,. Mozemy zatem
sformutowac:

Whiosek 1

Jedynym rozwigzaniem réwnania (30) spetniajacym warunek transwersalnosci
(19f) jest q,. Zatem rynkowa cena kapitalu musi w kazdej chwili ¢ znajdowac
sie w niestabilnym punkcie q,. W reakcji na jakikolwiek szok (zmiane wartosci
egzogenicznych powodujaca zmiane wartosci q,) rynkowa cena kapitalu musi
natychmiast skokowo si¢ dostosowa¢ — proces dochodzenia do nowego stanu
réwnowagi jest natychmiastowy. Zatem

YVt g=gq. (35)

W konsekwencji kapital per capita rosnie w tempie
-1
6=D""_(n+9). (36)
X

Dla danego zestawu parametréw i wielkos$ci egzogenicznych, ¢ = const.
Trajektori¢ kapitatu (28) mozna zatem zapisa¢ prosciej:

k(6) = kye?. (37)
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Na koniec przyjrzyjmy si¢ jeszcze drugiemu warunkowi transwersalnosci
(19e), ktory (jak tatwo sie domysli¢) determinuje poczatkowa wielkos¢ kon-
sumpcji. Najpierw nalezy wyznaczy¢ trajektorie b(t), rozwigzujac réwnanie
(16). Korzystajac z (24), (26) i (37) mozna je zapisa¢ w postaci:

b= vkoe‘bt —c(0)-e¥" +(r—n)b, (38)
gdzie
-1
v=A-21— (39)
2x

Rozwiazanie ogdlne tego rdwnania ma postac:

vko e + <0 eV,

b(t)=Sel" " — -
r—-n—¢ r—n—-vy

(40)

Znajac poczatkowy zaséb obligacji b(t = 0) = b, mozemy wyznaczy¢ stala S:

vk, <0
r-n—¢ r—n—y

S=b,+ (41)

Wyznaczywszy trajektorie b(t), mozemy juz przyjrze¢ si¢ dokladniej wa-
runkowi transwersalnosci (19¢). Z (22) wynika, ze

A ()= 1,(0)eP ™", (42)

Uwzgledniajac ten fakt oraz (40) wraz z (41), warunek (19e) mozna zapisaé
W postaci:

1,0)-lim s —— Ko goreon O woriil g (g
g r-n—¢ r—n—vy ’

co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa trzy warunki:

vk, 3 c(0) 0, (442)

S=by+ =
r-n—¢ r—-n—-vy

r-n-¢>0, (44b)

r-n-y>0. (44¢)
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Rownos¢ (44a) determinuje poczatkowa wielkos¢ konsumpcji:

c(0)=[b0 Yk ](r—n—w). (45)
Uwzgledniajac (33) i (36), mozna fatwo wykaza¢, ze warunek (44b) jest spet-
niony. Natomiast (44c) mozna przeksztalci¢ do réwnowaznej postaci:

p>y(r-n)+n, (46)

co oznacza, ze aby otrzymane rozwigzanie byto optymalne (spetnialo warunki
transwersalnosci) stopa dyskonta musi by¢ po prostu dostatecznie wysoka.
W szczegélnym przypadku, gdy n = 0, warunek ten redukuje si¢ do postaci:
p > yr.

Korzystajac z wyznaczonej poczatkowej wielkosci konsumpcji (45), tra-
jektorie b(t) mozna ostatecznie zapisa¢ w postaci:

b(t):[b0+ oKy J-e"’t Ko ot (47)

— e
r—n—¢ r—-n—¢

Z oczywistych wzgledow konsumpcja w calym horyzoncie musi by¢ dodatnia.
Poniewaz stopa wzrostu konsumpgji jest przy przyjetych zalozeniach dodatnia,
wiec warunek ten jest spelniony, jezeli konsumpcja poczatkowa jest dodatnia.
Zatem zachodzi¢ musi warunek:

vk,
r—n—</>’

co oznacza, ze gospodarka nie moze by¢ nadmiernie zadluzona na poczatku
horyzontu planowania.

b, < (48)

Rownowaga w gospodarce zdecentralizowanej

K(t) = ko, 6=171 (i),
X

ity =1L k), 0 =14 y(r+8)—\2x(r+0—ad) + Y2(r+ )7,
X
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y(t) = Ak(t), A=a(x7)ﬁ=const>0,
CORT coz[bo+ Yy ](r—n—l//),
r—n—¢
— 2_
b(t)=| by + vky eV - vko e, vfzr P y=n-4 1>0.
r—-n—¢ r—-n-—¢ 1-y 2y

Stan poczatkowy: k, b,,.
Zmienne decyzyjne (sterowania): c(t), i(t).
Zmienne stanu: k(£), y(t), b(t).

W standardowych modelach gospodarki zamknietej produkcja tozsama
z dochodem narodowym musi zawsze rosna¢ w identycznym tempie jak
konsumpcja. Tutaj natomiast niekoniecznie. Sg trzy mozliwosci. Do ich opisu
przyda si¢ stopa wzrostu salda obligacji zagranicznych, ktorg tatwo wyznaczy¢
z (47):

(49)

Zatem stopa wzrostu b(t) nie musi by¢ stala w czasie. Wykorzystujac regule

de 'Hospitala, laton wykazag, ze:

- jezeliy = ¢, to b(t)=vy,

- jezeliy > ¢, to lg(t)t_)—w> v,

- Jjezeliy < ¢, to b(t)—— ¢
W modelu mamy zatem trzy mozliwosci:

1. Jesli y = ¢, to konsumpcja i produkcja (doch6d narodowy) rosna w iden-
tycznym tempie. Rowniez zasob obligacji zagranicznych ro$nie z tg sama
stopg v = ¢.

2. Jesli v > ¢, to konsumpcja roénie szybciej niz zasob kapitatu i produkeja.
Utrzymanie wysokiego tempa wzrostu konsumpcji jest mozliwe dzie-
ki dochodom z obligacji zagranicznych, ktérych saldo musi (w granicy)
rosna¢ w tempie rownym stopie wzrostu konsumpcji. Oczywiscie biorac
pod uwage relatywnie niskie tempo akumulacji kapitatu, zbilansowanie
strumienia dochodéw ze strumieniem wydatkéw wymaga relatywnie ni-
skiej konsumpcji w poczatkowej fazie (c(0) musi by¢ stosunkowo niska).
I rzeczywidcie tatwo wykazac, ze
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V> ¢<:>p<yr—(1—y)5+1_—))\/2)((1’+5—0cA)+X2(r+6)2. (50)
X

Zatem ten przypadek wystepuje wtedy, gdy konsumenci s wystarczajaco
cierpliwi (wspodtczynnik dyskonta jest dostatecznie niski). Konsumenci
akceptuja wowczas niska konsumpcje w poczatkowej fazie, rok po roku
nadwyzki dochodu nad wydatkami inwestujg w obligacje zagraniczne,
i dzigki temu moga sobie pozwoli¢ na tempo wzrostu konsumpcji wyzsze
niz tempo wzrostu gospodarczego. W granicy (dla t — o) dochdd z pro-
dukgji krajowej traci wlasciwie znaczenie — konsumpcja jest finansowana
z odsetek od obligacji zagranicznych, ktérych zasdb rosnie w nieskon-
czonos¢.

Jesli v < ¢, to konsumpcja rosnie wolniej niz zaséb kapitatu i produk-
cja. Wowczas (w granicy) saldo obligacji zagranicznych rosnie w tempie
odpowiadajacym stopie wzrostu produkgcji. Zbilansowanie strumienia
dochoddéw ze strumieniem wydatkéw pozwala na relatywnie wysoka
konsumpcj¢ w poczatkowej fazie (c(0) musi by¢ stosunkowo wysoka).
I rzeczywiscie

V< ¢<:>p>yr—(l—y)6+1_—y\/2)((r+8—aA)+X2(r+8)2. (51)
X

Zatem ten przypadek wystepuje wtedy, gdy konsumenci sg niecierpliwi
(wspolczynnik dyskonta jest relatywnie wysoki). Konsumpcja jest wy-
soka w poczatkowej fazie, co wymaga ujemnych inwestycji w obligacje
zagraniczne (czyli zadluzania si¢). Rok po roku nadwyzki wydatkéw
konsumpcyjnych nad dochodami sg pokrywane pozyczkami zagranicz-
nymi i w rezultacie saldo obligacji b(t) — —oo, co wida¢ wprost ze wzoru
(47). Nie oznacza to jednak, ze zadluzenie w stosunku do PKB rosnie
w nieskonczonos¢ (byloby to sprzeczne z warunkami transwersalnosci).
Konsumpcja rosnie bowiem w tempie wolniejszym niz produkcja, a w gra-
nicy (dla t — o) ujemne saldo obligacji (czyli zadluzenie) rosnie w tym
samym tempie co produkcja. Zatem stosunek zadluzenia do produkcji
stabilizuje si¢ na pewnym skonczonym poziomie. Korzystajac z (27) i (47),
otrzymujemy:

@zb_oe<w—¢)t+;.[e(w—¢)t_1], (52)
y(t) Yo A(r—n—(/5)
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skad wynika, ze:
jezeli w=¢, to im Lo b—o, (53a)
t—>00 y(t) Yo
jezeli y>¢, to lim L0 +00, (53b)
t—w y(t)
jezeli w<¢, to bio) _ —v (53¢)

lim = >
towo y(t) Alr—n—¢)

Dwa ostatnie przypadki pokazujg, jak bardzo modele malej gospodarki
otwartej roznig si¢ od standardowych modeli gospodarki zamknietej, w kto-
rych mozliwosci konsumpcji sa zdeterminowane przez akumulacje kapitatu
i produkcje krajowa, a wszystkie zmienne realne — w tym produkcja, kapital,
inwestycje, konsumpcja - muszg (przynajmniej w granicy) rosna¢ w identycz-
nym tempie. W malej gospodarce otwartej tempo wzrostu konsumpcji moze
by¢ permanentnie (w nieskonczonos$¢) rézne od tempa wzrostu produkeji.
Naturalnie jest to rezultat zalozenia o mozliwosci inwestowania i pozyczania
dowolnie duzych kwot na staly procent r.

Dobrobyt (gospodarka zdecentralizowana)

Uwzgledniwszy wyznaczona trajektorie konsumpcji, dobrobyt mierzony war-
toscig funkcjonatu celu (9) mozna zapisa¢ w postaci:

0

o=a-n¥qg Jetmvrar (54)
y 0

Ze wzgledu na warunki transwersalnosci, a w szczegdlnosci (44c), catka we
wzorze (54) jest zbiezna. Zatem dobrobyt w gospodarce zdecentralizowanej
wyraza si¢ wzorem:

\0
:M. (55)
y(r—n-vy)

Wzér ten wydaje si¢ prosty, lecz jest to iluzja. Po podstawieniu wszystkich
wyznaczonych zaleznoéci otrzymujemy pelna postaé parametryczna':

"' Wzor jest w postaci parametrycznej, jezeli wystepuja w nim wylacznie parametry modelu.
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gdzie g =1+ x(r+6)— \/Zx(r +d—aA)+ Xz (r+0)*. Zatem poziom dobrobytu
w rownowadze zalezy od wszystkich (bez wyjatku!) parametréw gospodarki,
a takze od poczatkowych zasobdw kapitatu i obligacji zagranicznych.

3. Gospodarka centralnie planowana

Centralny planista rézni si¢ od Kowalskiego tym, ze nie traktuje stawek ptac
jako wielkosci ,narzucane” przez rynek. On wie o tym, ze czynniki produk-
cji s3 wynagradzane w taki sposob, ze dochody z pracy i kapitalu sg facznie
réwne produkgji. Dlatego w zadaniu sterowania optymalnego postuguje sie
ograniczeniem budzetowym (16), a nie (15). Ponadto centralny planista ma
$wiadomos¢, ze inwestycje w kapital rzeczowy wywieraja pozytywny wpltyw
na wydajno$¢ pracy (pozytywne efekty zewnetrzne), zgodnie z (4). Dlatego
krancowy produkt kapitalu jest z jego punktu widzenia opisany wzorem (8)
iréwny A.

Problem decyzyjny centralnego planisty zapiszemy za pomoca zadania
sterowania optymalnego:

max I (ct(l— ] )9) e P gy,

BzAk—c—i-(H%-éjﬂr—n)b, (57)

k=i—(n+0)k.

Zmienne sterujace: ¢, i,, Zmienne stanu: b,, k, (i posrednio y,). Wielkosci
traktowane jako egzogeniczne: brak. Dane sa poczatkowe warto$ci zmiennych
stanu: b(t = 0) = b, k(t = 0) = k, > 0. Zapiszmy hamiltonian wartosci biezacej:
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H, =
= l(cu—T)@ )y +, -{Ak— c— i(l+§-é)+ (r— n)b}r A [i-(n+8)k]. (58)
Y
Rozwigzanie optymalne zadania (57) musi spelnia¢ nastepujgce warunki:
vt oH, _ 0. (59a)
oc
vt aHC =0. (59b)
0i
: OH,
M =— p + M (p—n). (59¢)
: O0H
A= 8kc +MA(p—n). (59d)
lim e P A, (£)b(t) = 0. (5%)
t—00
lim e ™) (£)k(t) =0. (59f)
t—0

Latwo sprawdzi¢, ze trzy pierwsze warunki (59a-c) prowadza do identycz-
nych wnioskéw jak w gospodarce zdecentralizowanej, dzieki czemu wzory
(20)-(29) majq zastosowanie rowniez dla gospodarki centralnie planowane;.
Natomiast réwnanie (30) przyjmie postac:

2
4=(r+5)q—A—%) (60)

ktéra rézni sie od (30) jedynie wartoscig kranicowej produktywnosci kapitatu.
Analiza tego réwnania jest bardzo podobna do tej, ktéra przedstawilismy
w odniesieniu do gospodarki zdecentralizowanej. Wszystkie wzory i wnioski
pozostaja w mocy, z tym ze we wzorach od (30) az do (50) oA nalezy zastapi¢
przez A. Z tego wzgledu warunek (32) przyjmie teraz silniejszg postac:

As(r+6){l+%(r+8)} (61)

Mozemy zatem od razu przedstawi¢ zwiezly opis stanu rownowagi w gospo-
darce centralnie planowane;j.
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Rownowaga w gospodarce centralnie planowanej
(oznaczamy ja symbolem *)

k(t):koeﬁb*t’ ¢*:q—_1_(7’1+8),
X
g*-1 q*=1+x(r+06)+
i) =1—k() S
X —\2x(r 46— A)+ P (r Y,
y(t) = Ak(?), A=a(x])P = const >0,
C(t)zcg.ellf*t’ C();:[bo"'&j(r_”_vf*),
r—n—¢*
Mﬂz(%+_gijg_J@ww__ﬁ_&L_fwa
r—n—¢* r—n—¢*
w’(’zr_p’ U*:A_q _1
1-y 2x

Stan poczatkowy: k, b,,.

Zmienne decyzyjne (sterowania): c(t), i(t).

Zmienne stanu: k(£), y(t), b(t).

Opisane na str. 12-13 trzy przypadki wystepuja rowniez w gospodarce
centralnie planowanej i ich interpretacja jest identyczna.

Dobrobyt (gospodarka centralnie planowana)

Wz6ér (55) nie ulega zadnym zmianom, czyli dla gospodarki centralnie pla-
nowanej:

_ -0y

* , (62)
y(r—n—y*)
Po podstawieniu wyznaczonych zaleznosci otrzymujemy pelng postaé
parametryczna:
Y
T 2 )" oY
o =ED7, i [r n—— p) . (63)
y re6-1 = 1=y
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gdzie g* =1+ y(r +0)— \/2)((r +0—A)+ Xz(r +8)%. Poziom dobrobytu w réw-
nowadze zalezy od wszystkich (bez wyjatku!) parametréw gospodarki, a takze
od poczatkowych zasobow kapitatu i obligacji zagranicznych.

4. Podsumowanie - porownanie gospodarki centralnie
planowanej ze zdecentralizowana

Latwo wykaza¢, ze g* > q > 0, z czego wynika, ze v* < v oraz ¢* > ¢. Zatem
centralny planista akumulowalby kapital w szybszym tempie niz gospodarka
Kowalskich, dzigki czemu stopa wzrostu gospodarczego bytaby permanentnie
wyzsza niz w gospodarce rynkowej. Wynika to z obecnosci pozytywnych
efektow zewnetrznych zwigzanych z inwestowaniem w kapital, ktorych nie
uwzgledniajg (nie uswiadamiaja sobie) poszczegolne podmioty w gospodarce
zdecentralizowanej. Mianowicie pojedyncza firma, decydujac o inwestycjach,
traktuje wydajnos$¢ pracy e jako wielkos¢ dang (na ktéra indywidualnie nie
ma wplywu), a wiec tzw. prywatny krancowy produkt kapitatu jest, zgodnie
ze wzorem (6), rowny aA. Tymczasem inwestowanie w kapital podnosi wy-
dajnos¢ pracy e, zgodnie ze wzorem (3), skad wynika, ze rzeczywisty (tzw.
spoteczny) krancowy produkt kapitatu jest znacznie wyzszy i wynosi A. Dla-
tego gospodarka zdecentralizowana inwestuje ,,zbyt malo”

Co ciekawe, w obu gospodarkach tempo wzrostu konsumpcji jest takie
samo (zalezy wylacznie od parametréw funkcji uzytecznosci oraz od stopy
procentowej 7):

r—
yr=y=—2L, (64)

1=y
lecz poczatkowy poziom konsumpcji nie jest taki sam. W gospodarce cen-
tralnie sterowanej jest on nizszy niz w rynkowej (c§ < c,), gdyz poczatkowo
wieksza cze$¢ dochodu narodowego jest przeznaczana na inwestycje w kapitat.

Y

QX’ %
Z drugiej strony, ze wzordw opisujacych dobrobyt wynika, ze o0 (C—OJ .
%

Wiemy, ze ¢ < ¢, a jednoczesénie y < 0. Zatem, jak mozna sie bylo spodziewac,

Q*> 0. (65)

Uwzglednienie w zadaniu optymalizacyjnym calej wiedzy o funkcjonowaniu
gospodarki pozwala osiagna¢ wyzszy poziom dobrobytu.
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Oczywiscie w rzeczywistosci nie istnieje Zaden podmiot, ktéry mialtby nie
tylko kompletng wiedze o funkcjonowaniu gospodarki, ale jeszcze mozliwos¢
sterowania postegpowaniem wszystkich firm i konsumentéw (narzucania im
swej woli). W gospodarce rynkowej kazdy podmiot - jak wiadomo od cza-
séw Adama Smitha - kieruje si¢ swym wiasnym, indywidualnym interesem.
Niemniej jednak istnieje sposdb, aby niczego nie narzucajac poszczegolnym
podmiotom, gospodarke zdecentralizowang doprowadzi¢ do takiej réwno-
wagi, jak gdyby byla ona centralnie sterowana. Wystarczy zastosowac takie
narzedzia, aby decyzje podejmowane przez firmy uwzglednialy pozytywne
efekty zewnetrzne akumulacji kapitatu. W literaturze okresla si¢ to mianem
tzw. internalizacji (internalization) efektow zewnetrznych. Na przyktad do
przedstawionego modelu mozna wprowadzi¢ rzad, ktéry w odpowiedniej
wysokosci subsydiuje kapital.

ANEKS

Dowdd, ze warunek transwersalnosci (19f) jest spelniony jedynie w punk-
cie q;.

lime P\, (£)k(t) =0. (19f)
t—00

Z (22) wynika, ze
A (1) =q(t)-A,(0)-eP ", (a.1)

Z (27) oraz (28) wynika, ze

t t
I[LS)_I,”,&}# J‘[Ls)_ljds

k() =kee® =kpet "t O

(a.2)

Zatem warunek (19f) mozna zapisa¢ w postaci:

t
I(Q(S)—ljds
X

1, (0)k, - lim q(t)e O g0 =0, (a.3)
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Punkt staly g, jest niestabilny, dlatego — jak zauwazyli§my we Wniosku 1 -
wykluczona jest tu jakakolwiek dynamika przejscia. Jesli gospodarka ma osiag-
ng¢ ten punkt, to musi w nim by¢ od samego poczatku, czyli musi zachodzié:

Vt q,(t)=q, = const, (a.4)

gdzie q, jest dane wzorem (33). Zatem w tym wypadku zachodzi:

t
J'L‘J(S)—l]dsz %_1,t:(r+5_\/w+(r+5)2}t=
) X X X
=(r+8—x/:)-t. (a.5)

Z tego wynika, ze warunek (a.3) jest spelniony, zachodzi bowiem

[L_l]ds \/7
/\1 (O)kO tlil;?o qle—(r+5)t .e0 X = (O)koql th_)m{ (r+d)t (7+5— )t} _

= 1,0k - lim {e(_ﬁ)t} ~0. (a.6)

Teraz zajmijmy si¢ punktem g,. Jest to stabilny stan réwnowagi, zatem do
punktu g, danego wzorem (34) dochodzimy po okreslonej Sciezce (trajektorii)
postaci:

0 (1) =g, +(q,(0)—q, )¢, (a.7)

gdzie stopa wzrostu y < 0 odpowiada ujemnej wartosci wlasnej odpowiedniej
macierzy. Zatem

3 t
I[qzm—ljds 4~ q2<o> 0. [osd -
X X '

0
:qz_l-t+q2( ) qZ,(e:“t_l)’ (38)
X xu

co, wykorzystujac wzdr (34), mozna zapisa¢ w postaci:

I[—qz(s)_ljds=(r+8)t+l\/i-t+q2(0)—_qz-(e“t—1). (a.9)
g X X hig
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Po lewej stronie (a.3) mamy zatem:

t
J.(L(S)_ljds
X

A, (0)k, - tlgr; g, (£)e T g0 -

—(r+8)t+(r+6)t+lx/:- t+m(e/‘t—l)
=1, (0)k, tll_r)n q,(t)e X A =

1\/7 t+ qz(e/” 1)
=Al(0)k0-tli_1>130 [‘12*’(‘12(0)—{]2)-6”} X X“ -

1\/— t+ qz(e“t 1)
:)Ll(o)ko. th_{IDlo q2 AH +

{;H \/—] t+m(e”t71)
+ lim (qz(O) qz) x AH . (a.10)

t—>00

W powyzszym wzorze wystepuje suma dwdch granic. Pierwsza z nich jest

réwna +oo, a druga jest rowna 0 (gdy p + l\/7 <0) lub +oo (gdy p+ l\/_ <0).
X X

Z tego wynika, ze lewa strona réwnania (a.3) jest réwna +oo, a wigc w punkcie
g, warunek transwersalnosci (19f) nie jest spetniony.
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