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PROBLEMY Z OGRANICZENIAMI
KWADRATOWYMI
I OPTYMALIZACJA NA STOZKACH

Streszczenie: W artykule przedstawiamy problem z kwadratowa funkcja celu i ograni-
czeniami kwadratowymi oraz jego transformacje w problem optymalizacji na stozku.
Transformujac problem optymalizacji nieliniowej poprzez aproksymacje funkeji nie-
liniowych za pomoca funkcji kwadratowych i funkgji liniowych, otrzymujemy nowe
problemy. Pierwszym z nich jest problem optymalizacji kwadratowej z ograniczeniami
kwadratowymi (i ewentualnie liniowymi), ktéry mozna z kolei transformowa¢ w problem
optymalizacji na stozku. We wszystkich trzech przypadkach wymienionych probleméw
mozemy stosowa¢ algorytmy punktéw wewnetrznych.

Stowa kluczowe: ograniczenia kwadratowe, problem optymalizacji kwadratowej, op-
tymalizacja nieliniowa, optymalizacja na stozku, algorytmy prymalno-dualne punktéw
wewnetrznych.

Klasyfikacja JEL: C61, C63.

QUADRATICALLY CONSTRAINED QUADRATIC PROBLEMS
AND CONE OPTIMIZATION

Abstract: In this paper the problem of quadratic objective functions and quadratic constraints is
presented, along with its transformation into a cone optimization problem. When transforming
anonlinear optimization problem by approximating nonlinear functions by using the quadratic
and linear functions, new problems appear. The first is a quadratically constrained quadratic
optimization problem with quadratic constraints (and optionally, linear), which may in turn
be transformed into a cone optimization problem. In all three cases, these problems can be
solved using internal point algorithms.

Keywords: quadratic constrains, quadratic optimization problem, nonlinear optimization,
cone optimization, primal-dual interior point algorithms.
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Wstep

Rozwigzujac instancje (zadania) problemu optymalizacji nieliniowej (problem
NLO), stosuje si¢ wiele algorytméw, w ktorych dokonuje si¢ aproksymacji
funkcji nieliniowych funkcjami liniowymi (np. GRG), funkcji optymalizo-
wanej funkcja kwadratowa, a funkcje nieliniowe w ograniczeniach funkcjami
liniowymi (np. SQP) lub rozwiazuje si¢ uktad prymalno-dualny za pomoca
algorytmow punktéw wewnetrznych (IPNLO). Tutaj rozwazamy gléwnie
przypadek, gdy funkcja celu oraz funkcje nieliniowe w ograniczeniach sa
funkcjami kwadratowymi (moga by¢ one aproksymacjami kwadratowymi
funkcji nieliniowych).

1. Problem optymalizacji kwadratowej z ograniczeniami
kwadratowymi

Problem optymalizacji kwadratowej z ograniczeniami kwadratowymi (QCQO
problem - Quadratically Constraint Quadratic Optimization problem) jest
definiowany nastepujaco [Anstreicher 2004]:

. 1
min | maxExTQOx +eax+d,,
przy ograniczeniach

1
ExTQix+ciTx+di <>b, ie<I>,

(1)

1
ExTQix+ciTx+di =b;, ie<E>,
I<x<u,

gdzie:

<I>U<E>={l, s m}, Q, eR™, Q, :QiT(i=0, e m), beRm(bi eR),
eR,d eR xeR", ,uelR" Q> 0(min), Q; < 0(max),i =0, ..., m,
przy czym -, = oznaczaja odpowiednio dodatnig i ujemng pdtokreslonos¢
symetrycznej macierzy kwadratowej.
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W szczegblnym przypadku, gdy Q,; =, elipsoida przechodzi w kule w R"
przesunieta ze wzgledu na ¢; x + d,.
Poniewaz ograniczenia

%xTQierciTx =b, ie <E>

nie generujg zbioru wypuklego, albowiem punkty dopuszczalne leza tylko
na brzegu elipsoidy (kuli), wigc QCQO jest formulowany réwniez w wersji
z liniowymi ograniczeniami réwnos$ciowymi [Boyd i Vandenberghe 2009,
s. 152], zastgpienie ukladu réwnan

1 T T ,
P Qx+c; x+d; =b,, ze<E>

ukladem afinicznym (ukladem réwnan liniowych, generujacym zbiér wypu-
kty, o ile nie jest sprzeczny), postaci

oc;-rxzbi, o, eR", b eR, ie<E>, Ax =0, A:[ociT:|

>

ie<E>

prowadzi do problemu
. 1 7 T
min | max_ x Qyx+cyx+d,
przy ograniczeniach

%xTQix+ciTx+di <>b,, ie<1>,
ociszbi, ie<E>, (2)

lijjSuj, j=1..., n

Problem NLO mozemy transformowaé w problem QCQO, zastepujac nieli-
niowe ograniczenia nieréwnosciowe kwadratowymi ograniczeniami nieréw-
no$ciowymi, a rownania nieliniowe réwnaniami liniowymi. W dalszej czesci
artykulu rozwazamy przypadek minimalizacji funkcji celu.
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Rozwazmy problem optymalizacji nieliniowej postaci [Runka 2009, s. 205]:

min f(x)
przy ograniczeniach:
. (3)
g:(x) <0, z=1,...,m<1>,
hi(X) ZO, i= 1, ey YYI<E>,
lj ij Suj, j=1..,mn,
ktére mozna zapisa¢ rownowaznie w postaci wektorowo-macierzowej:
g(x) <0,
h(x)=0, @
-x+1<0,
x—u<0.

Stosujac algorytmy punktéw wewnetrznych, funkcje f(x) zastepuje sie
funkcja barierowg, ktora zawiera réwniez zmienne swobodne postaci:

min®(x, y, v, w; 4) =

i) n n (5)
= f(x)— yz In(y;) - yZln(vj)— yZln(wj), pelR, .
i=1 j=1 j=1

Zmienne swobodne w (5) wystepuja w ograniczeniach nieréwnosciowych
i w ograniczeniach dolnych i gérnych:

gi(x)+y; =0, i=1,...,m<1>,
h.(x)=0, i=1,....,m/.,
) @ ©
—xj+vj+lj=0 (xj—vjzlj), j=1..,mn,

xj+wj—uj=0 (xj+wj=uj), j=1..,n

Zatem y € R™0 , v,weR"
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W przypadku problemu (3) funkcja Lagrangea jest postaci

Lxmp S<z>’5<u>):

—f(x)+2ﬂgl(x Zp, . +Zs (- xj+lj)+Zs< ) (% = 1)), (7)
j—1

j=1
a jej gradient
Vil 4 )=

") "E)

= V() + D Vg (x)+ D piVh(x) =D s e+ D s e (8)
i=1 i=1 j=1

j=1
Natomiast w problemach (5) i (6) przyjmie ona postac
f(x, D2V WA T Py Sy St #) =

=D(x, y,v, w-y)+nT(g(x)+y)+pTh(x)+
<>( x+v+l)+s< >(x+w u)=

" n n
= f(x)= ) In(y) = ) _In(v;) = u> In(w))+
i=1 j=1 j=1
+at (g(x) + y)+pTh(x) +s<Tl>(—x+v +1) +s<Tu>(x +w—u). (9)
Jej gradient jest nastepujacy:
X)/,VWT[/), >, <u>;[/l

A )
VI:(x,y,v,w; n,p,s<l>,s<u>;y): Y Ex’ WL 3y <“>;‘u; )
( )

xa Vs Wi T, P> >a <u>’M

< < 4 4

Wf X, 5 V> Wi Tl P S(1)5 ()3 U
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gdzie:
\% i(x V2V WA P Sy S ,y):Vf(x)+] (x)ﬂ+]< >(x)p—s<l>+s<u>,
VyI:(x, SV WiT P S ,y) -uY "~ e+,
vV, (x 2V WiT oS ) ,/4) -uv- e+s
V f,(X,)’,V,W,T[,P,S<l>;5<u>,[/l)=—[zlw e+S<u>.

Zgodnie z warunkami optymalnosci pierwszego rzedu w punkcie

37’l+m<1>

(x, y,v,w) e XxYxVxW R
mamy
VI:(x,y,v,w;ﬂ,p,s<l>,s<u>;y)=0. (11)

Z(3)-(11) wynika nastepujacy uklad prymalno-dualny [Runka 2009, s. 218]:

gx) +y o0 ]
h(x)
-X +v —l
x +w u
]<Tg>(x)n +I<Th>(x)p ROREO! TV (12

YIle ue
VS<l>e pe

WS<u>e | He |

gdzie:
Y =diag(y), V =diag(v), W =diag(w), I =diag(n),

Sy =liags ) 5, = i)
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Ze wzgledu na ograniczenia nieliniowe w (12) przeksztalca go si¢ w nastepu-
jacy uklad Newtona (aproksymacja liniowa):

F(f(k)+Af)zF(f(k))+]<F>(‘f(k))A£> (13)
gdzie: T
£(k) _ [x(k) y(k) ORI ORI p(k) Séf)) sé’;ﬂ (rozwigzanie w k—treig;-

T
Aé :[Ax Ay Av Aw A Ap As<l> As<u>}(kierunekzmianyrozwiqzania),

F (E (k)) - funkcja wektorowa,

Ji () (g (k)) - macierz Jacobianu funkcji wektorowej F (f (k) )
Zmiane rozwigzania otrzymujemy, rozwigzujac iteracyjnie uklad réwnan
liniowych

gdzie:

g ( x(k)) +y®
h(x(k))
1—x% 4y
—u+x® P

k) _
F('f )_ fo(x)+]<"fg>(x(k))ﬂ(k)+]<"1;l>(x(k))p(k)_Séf))_i_séllji » (15)

(k)

k
—ue+ Y(k)n( )

(k
—ue+ V(k)5<1>)

(k)
—[Ae + ‘/\](k)5<u>
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Ty (£)= _
(V) 1
T (+°)
1 I
) I I 6
) ) v =
Yoo I
Sty )
i St Ww |
Vgl(x(k))T Vh (x(k))T
(=)= Iy (x®)= :
ngl (x(k) )T thz (x(k) )T

XX XX

V2 f=v2 i( 2B, 0 0 ), ) ) 58{))’ Séﬁi; #k):

) ")
V(<) Y e (<) Y ()
i=1 i=1

. k . k . k . k
Yoo :dlag(y( )),H(k) :dlag(n( ))’S<l>(k) :dlag(sél>)),8<u>(k) :dlag(séu;).

Dla uproszczenia notacji przyjmujemy, ze:

Vizv i(xao’ §O, 8, w00, 0, o), 1 Mk)

oraz V2 [ jak wyzej.
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Korzystajac z (13)-(16), rozwigzujemy iteracyjnie uktad
gy 1 [ An ]
Tin) Ap
-1 I Ax
I I Ay
T Ty Vel R
Aw
Yo M

As
Stk Wiy |L )

- _ . (17)
v.L

(k)
Yiom™ —ure

k)
Vinsyy —Hie

(k
] W<k>5<u§ “He |

Uklad (17) jest juz ukladem ograniczen liniowych. Kolejne rozwigzania otrzy-
mujemy, Wyznaczajac

g@ﬂ):§@)+A6

Praktycznie proces wyznaczania zmiany rozwigzania (12) na podstawie (17)
jest bardziej skomplikowany [Nocedal i Wright 2006, s. 564-594; Runka 2011,
s. 194-200].

Niezaleznie od metody rozwigzywania uktadu (17), zmiana rozwigzania
ukladu (12) jest nastepujaca:
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T
[x(kﬂ) YD D) k) kD) (k) Ségu) 21;;1)} _
T
Kok Kk k) (k) (k) (k
:[x( INOINCINCIMUING 521; Séu;:l N (18)

T
+ oy [Ax Ay Av Aw A Ap As<l> As<u>} ,

gdzie a; jest dlugoscia kroku. Szczegdly zwigzane z wyznaczeniem dlugosci
kroku zawieraja prace: [Nocedal i Wright 2006, s. 564-594; Runka 2011,

s. 194-200].

W przypadku ograniczen kwadratowych (nieréwnosci) i liniowych (réwna-
nia) uklad prymalno-dualny na podstawie (12) przyjmie nastepujaca postac:

- . .
ExTQ1x+clTx ¥,
%xTQKx+cIT<x YK
A<E>x
—x +v =
X +w
[Q1x+cl...QKx+cK:|ﬂ —A<TE>p =Sy S0
Yile
VS<Z>€
| WS<M>8 ]
" b—d, ]
b —dg
)
—l
= , (19)
u
—Qyx+¢,
ue
ue
L #e

w ktérym (w poréwnaniu z uktadem (17)):
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le(k)+c1
. 2 & = k
]< = : , ]<h> =A<E>, Vi, L=0Q, VXLZQOX( )+CO.

QKx(k) +ck

Otrzymujemy znacznie prostszy uktad do rozwiazywania w kolejnych itera-
cjach.

W przypadku problemu optymalizacji kwadratowej odpowiednik ukladu
(19) jest przedstawiony w pracy Runki [2006, s. 227].

Przyklad

W ponizszym przykladzie przedstawiamy translacje zapisu matematycznego
zadania optymalizacji nieliniowej na zapis w jezyku modelowania, opraco-
wanego przez SAS Institute Inc., ktéry umozliwia réwniez formutowanie
modeli, co wymaga czytania danych z plikéw zapisanych w formacie wyma-
ganym przez procedury oprogramowania SAS. Tutaj operujemy tylko zada-
niami. W celu pokazania postaci zadania z ograniczeniami kwadratowymi
i liniowymi, ktére otrzymujemy poprzez aproksymacje funkeji nieliniowych
wyjsciowego zadania funkcjami kwadratowymi, wyznacza si¢ punkt startowy
za pomoca procedury model (proc model), ktérej gléwnym zastosowaniem
jest szacowanie modeli ekonometrycznych, ale mozna réwniez rozwigzywac
uklady réwnan nieliniowych. Nastepnie wykorzystano procedure IML (proc
IML) dla wyznaczenie gradientdéw i hesjanéw funkeji nieliniowych, co po-
zwolito sformutowa¢ zadanie problemu QCQO.

Rozwazmy nastepujace zadanie optymalizacji nieliniowej

min f(x)=

=1,5x; +0,5x; + 0,256 — 6x,x, —8x,X5 —4x,X5 —58x, —92x, —75x,
przy ograniczeniach:

0,25x; +0,5x5 +0,125x3 < 408,
0,125¢*1 +0,5x; +2x% <15100,

2x; +4x, +5x; <96,

6x, +5x5 2 56,

3,5<x, <20, 4,5<x,<16, 2<x, <18.
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W notacji jezyka modelowania stosowanego przez SAS proc optmodel [SAS/
OR 2011, s. 23-166], zapis tego zadania jest nastepujacy:
proc optmodel;
number 1{1..3} [3.5 4.5 2.0];
number u{l..3} = [20 16 18.0];
var x{j in 1..3} >= 1[3] <= uljl;
minimize fobj= 1.5*x[1]"2 + 0.5*x([2]"4 + 0.25 ~*
exp(3*x[3]) - 6 * x[1] * x[2] - 8* x[1] * x[3] - 4 * x[2]
* x[3] - 58*x[1] - 92*x[2] - 75*x[3];
con cl: 0.25 * x[1]"4 + 0.5 * x[2]72 + 0.125*x[3]"2 <= 408;
con c2: 0.125 * exp(2*x[1]) + 0.5 * x[2]** 4 + 2 * x[3]**2
<= 15100;
con c3: 2*x[1] + 4*x[2] + 5*x[3] <= 96;
con c4: 6.0 * x[1] + 5 * x[3] >= 56;

. nastepne polecenia ..

Wyznaczono rozwigzania dla przykltadowych uktadéw tzw. ograniczen
aktywnych, wykorzystujac procedure SAS proc model [SAS/ETS 2011, s. 1079
in.], rozwiazujac odpowiadajace im uklady rownan nieliniowych.

Plik zawierajacy tzw. punkt startowy, wykorzystywany przez proc model
jest nastepujacy:
data G1 2 3 4 QCQO IN;
input x1 x2 x3;
datalines;

3.61 4.51 2.4

’

run;

W ponizszym kodzie proc model przez SATISFY okreéla si¢ ograniczenia,
ktore maja by¢ spetnione z réwnoscia.
proc model data = G1 2 3 4 QCQO IN;
eq.gl = 0.25 * x1**4 + 0.5 * x2**2 + 0.125*x3**2 - 408;
eq.g2 = 0.125 * exp(2*x1) + 0.5 * x2** 4 + 2 * x3**2 -
15100;
eq.g3 = 2*x1 + 4*x2 + 5*x3 - 96;
eq.g4 = 6.0 * x1 + 5 * x3 - 56;
eq.gb = x2 - 4.5;
solve x1 x2 x3 SATISFY=(gl g2 g3) / solveprint out=Gl 2 3
QCQO SOLUT;
solve x1 x2 x3 SATISFY=(g2 g3 g4) / solveprint out=G2 3 4
QCQO SOLUT;
solve x1 x2 x3 SATISFY=(gl g2 g4) / solveprint out=Gl 2 4
QCQO SOLUT;
solve x1 x2 x3 SATISFY=(g3 g4 g5) / solveprint out=G3 4 5
QCQO SOLUT;
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solve x1 x2 x3 SATISFY=(g2 g3 g5) / solveprint out=G2 3 5
QCQO_SOLUT;
solve x1 x2 x3 SATISFY=(g2 g4 g5) / solveprint out=G2 4 5
QCQO_SOLUT;
run;

Wybrano punkt, w ktérym drugie i trzecie ograniczenia s spetnione
z réwnoscig oraz ograniczenie dolne jest postaci x, = 4,5. Fragment raportu
z proc model jest nastepujacy:

Procedura MODEL
Simultaneous Simulation

ObserwacjalIteracje7CC0.000000eq.g2-0.000000

Solution Values
x1 x2 x3
5.83215/4.50000(13.26714
Residual Values
x1 x2 x3
-2.22215/0.01000-10.86714

Procedura MODEL

Simultaneous Simulation

Opcje zbioru
DATA=G1 2 3 4 QCQO_IN
OUT= G2 3 5 QCQO _SOLUT

Podsumowanie rozwigzania
Variables Solved 3
Implicit Equations 3
Solution Method NEWTON
CONVERGE= 1E-8
Maximum CC 7.28E-12
Maksymalna liczba iteracji 7
Total Iterations 7
Average Iterations 7

PO
obserwacje
Read 1
Solved 1

Variables Solved Forx1 x2 x3|
Equations Solved g2 g3 gS\
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Wyznaczone rozwigzanie: x, = 5,83215, x, 4,5, x; = 13,26714. Ten punkt
wybrano na zasadzie ,,zdrowego rozsadku”, ktéry moze by¢ wzglednie blisko
punktu optymalnego.

Parametry dla zadania optymalizacji kwadratowej z ograniczeniami kwa-
dratowymi wyliczono za pomocg procedury SAS proc iml [SAS/IML 2009 |,
nastepujaco:
title ‘IML - g2 g3 g5’;
proc IML;
use work.G2 3 5 QCQO SOLUT;
read point 1 var {xl x2 x3} into x;
constr arr = (0.25 * x[1]**4 + 0.5 * x[2]**2 +
0.125*x[3]**2 - 408) // (0.125 * exp(2*x[1]) + 0.5 *
x[2]** 4 + 2 * x[3]**2 - 15100) //

(2*x[1] + 4*x[2] + 5*x[3] - 96 ) // (6.0 * x[1] + 5 *
x[3] - 56) // (x[2] - 4.5);
print , constr arr;
grad f = (3 * x[1] - 6*x[2] - 8* x[3] - 58) // (2 *
x[2]**3 - 6*x[1] - 4*x[3] - 92) // (0.75 * exp(3*x[3]) -
8*x[1] - 4*x[2] - 75);
* g3, g4, g5 ;

JC = (0.5%exp(2*x[1]) || (2*x[2]**3) || (4*x[3]) ) // ((-
2) || (-4) |l (=5)) // ((O) |l (=1) Il (0));

grad_gl = (1*x[1]**3) //(1*x[2]) // (0.5*x[3]) ;

grad g2 = (0.5*%exp(2*x[1]) )//(2*x[2]**3) //(4*x[3]);
grad g3 = (-2) // (-4) // (-5);

grad g4 = (6) // (0) // (5);

grad g5 = (0) // (-1) // (0);

Lmult = -inv (JC") * grad f;

print , “g2 & g3 & g5”;

print , x;

print , lmult;

print , “Trans of Jacobian Matrix”;

print , (JC");

print , grad gl;

print , grad g2;

print , grad g3;

print , grad g4;

print , grad g5;

print , grad f;

print , x;

fobj= 1.5*x[1]**2 + 0.5*x[2]**4 + 0.25 * exp(3*x[3]) - 6 *
x[1] * x[2] - 8* x[1] * x[3] - 4 * x[2] * x[3] - 58*x[1] -

92*x[2] - 75*x[3];
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print fobj;

Mult nams={ “Lmult2” “Lmult3” “Lmult5” };

create G2 3 5 QCQO Lmult from Lmult [colname = Mult nams];
append from Lmult;

close G2 3 5 QCQO Lmult;

close work.G2 3 5 QCQO SOLUT;

Hessian f= ((3) || (-6) || (-8)) // ((-6) || 6*x[2]**2 ||
(-4)) // ((=8) || (-4) || 2.25%exp(3*x[3]) );

Hessian gl = (3*x[1] || (0) [ (0)) // ((O) [ (1) || (0))
/7 ((0) |l (0) || (0.5));

Hessian g2 = (1.0%*exp(2*x[1]) || (0) || (0)) // ((O) || 6%
x[2]**2 || (0)) // ((O) I (0) [| (4));

print ,Hessian f;
print ,Hessian gl;
print ,Hessian g2;
call eigen(Lambda, P, Hessian f);
print ,Lambda;
print, P;
quit;
Za pomocy tej procedury wyznaczono gradienty i hesjany dla funkcji nie-
liniowych oraz sprawdzono dopuszczalnos¢ rozwigzania (contr_arr), ponizej:

constr_arr]

-86.63507
-7.28E-12
0
45.328604
0

Ograniczenia: drugie, trzecie i pigte sa spelnione ,prawie” z réwnoscia,
a pierwsze i czwarte ze $cisla nierdéwnoscig. Gradienty sa nastepujace (ozna-
czone grad_gl - grad_g5):

grad_g1 | grad_g2 grad_g3| grad_g grad_g5
198.3747 58171.739 -2 6 0

4.5 182.25 -4 0 -1
6.6335698 53.068558 -5 5 0

Gradient funkgji celu jest

grad_f
-173.6407
2.1885354
1.4474E17
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Hesjany funkcji nieliniowych:

Hessian_f Hessian_g1 Hessian_g2
3 - -8 17.496453] 0 0 116343.48 0 0
-6(121.5 -4 o 1 0 0121.5] 0
-8 -44.3423E17 0 00.5 0 0 4

Na podstawie powyzszych danych rozwigzujemy zadanie z ograniczeniami

kwadratowymi, stosujac procedure optmodel (proc optmodel).
title ‘QCQO Problem’;
proc optmodel;
number 1{1..3} [3.5 4.5 2.0];
numpber u{l..3} = [20 16 18.0];
var x{j in 1..3} >= 1[]J] <= ul]j]l;
minimize fobj= 3*x[1]"2 + 121.5*x[2]"2 + 4.3423el *x[3]"2
- 12 * x[1] * x[2] - 16 * x[1] * x[3] - 8 * x[2] * x[3] -
173.6407*x[1] + 2.1885354*x[2] + 1.4474el7*x[3];
con cl: 17.496453* x[1]"2 + 1.0 * x[2]"2 + 0.5*x[3]"2 <=
408;
con c2: 116.343 *x[1]72 + 121.5 * x[2]"2 + 4 * x[3]"2 <=
15100;
con c3: 2*x[1] + 4*x[2] + 5*x[3] <= 96;
con c4: 6.0 * x[1] + 5 * x[3] >= 56;
/* Staring point x1 = 7, x2 =5, x3 =17 */
x[1] = 6.7; x[2] = 4; x[3] =1.5;
SOLVE obj fobj with ipnlp / maxiter=2000;
print x 18.4;
print cl.dual 18.4 c2.dual 18.4 c3.dual 18.4 c4.dual 18.4;
print x.dual 18.4;
print fobj 18.4;
quit;
Otrzymano rozwigzanie (fragment raportu z proc optmodel):

QCQO Problem

The OPTMODEL Procedure

Podsumowanie rozwigzania
Solver IPNLP/TPQN
Objective Function fobj
Solution Status Optimal
Objective Value 8.2055437E17
Iterations 138
Infeasibility 8.5345601E-9
Optimality Error  9.0532093E-7
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[1] X
1 4.6090
2 14.5000
3 15.6692
c1.DUAL|  c2.DUAL|c3.DUAL] c4.DUAL|
-1124336466717570-11409.9256 -0.003830222808885300692
1] x.DUAL
1 3197266.3754
2 110119028212925762
3 | 53801166.6453
fobj
820554367232925184

Otrzymano wartosci zmiennych: x, = 4,6090, x, = 4,5, X3 = 5,6692. Na-
lezy zauwazy¢, ze okreslajac punkt startowy w powyzszym kodzie, przyjeto
x; = 1,5 < 2, ktore jest dolnym ograniczeniem dla tej zmiennej. Stosujac al-
gorytm punktéw wewnetrznych, mozna startowa¢ od dowolnego niedopusz-
czalnego rozwigzania. Nie jest jednak zalecane, azeby poczatkowe wartosci
zmiennych ,,zbyt daleko” odbiegaty od wartosci dopuszczalnych, bo moze to
»istotnie” wydtuzy¢ proces obliczeniowy. Tutaj rozwigzujac zadanie z ogra-
niczeniami kwadratowymi, zastosowano w proc model algorytm punktow
wewnetrznych optymalizacji nieliniowe;j.

W przedstawionym przykladzie zaprezentowano wykonanie tylko po-
czatkowych krokéw w celu pokazania przejscia od zadania problemu NLO
do zadania problemu QCQO, wykorzystujac procedury oprogramowania
SAS Institute Inc.

Podstawowym utrudnieniem w stosowaniu aproksymacji kwadratowych
dla funkgcji nieliniowych jest wyznaczanie hesjanéw i gradientéw. Mozna je
wyznacza¢ numerycznie [Nocedal i Wright 2006, s. 193-217] lub analitycznie,
co wymaga napisania odpowiedniego oprogramowania, w ktérym wyznaczy
sie formuty analityczne do wyliczenia wartosci elementéw wektora gradientu
i macierzy hesjanu.

Zamiast rozwigzywania zadan optymalizacji nieliniowej z ograniczeniami
kwadratowymi i liniowymi mozna dokona¢ jego transformacji do zadania
problemu SOC (second-order cone). W jezyku angielskim czesto uzywa sie
SOCP problem (second-order cone program). Tutaj bedziemy stosowa¢ SOCO
(second-order cone optimization) problem.
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2. Optymalizacja na stozku

Problem SOCO (second-order cone optimization) jest zdefiniowany naste-
pujaco (por. [Lobo i in. 1998, s. 194]):

min f'x
przy ograniczeniach
|Ax+b]<c/x+d, i=1,...K, (20)
Fx=g,
I<x<u,

gdzie:

feR", A ER("FDX”, b, eR"T ¢ eR", d eR, FeRn<E>Xn, geRn<E>,
LueR", u>l, xeR", ||||z||

2)

przy czym ||Al.x +b; || < ciT X +d, jest ograniczeniem na stozku drugiego rzedu
wymiaru #;.
Jednostkowy stozek drugiego rzedu o wymiarze k zdefiniowany jest jako

{H LveRM, teR, ||V||gt}
t

i nazywany jest [Labo i in. 1998, s. 104] stozkiem: kwadratowym, ice-cream
lub Lorentza. Jego prezentcj¢ w przypadku k = 2 zawiera ponizszy rysunek.

A
v, =v* =M

t =y

v

Stozek Lorentza dla k = 2. Wyznaczamy ¢ > ||v||2

Bazaraa, Sherali i Shetty [2006, s. 62 i n.] przedstawili inne typy stozkow.
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W przypadku problemu optymalizacji kwadratowej (QO) [Lobo iin. 1998,
s. 197] postaci

min f1Qx + 2¢'x + d

przy ograniczeniach 1)

gdzie Q > 0, Q'=qQ,
chcac przeksztalci¢ go w problem SOCO, wprowadza si¢ podstawienie

1 1
V= ng +Q 2¢, (22)

w ktorym:
1 1 1

. Q2 =Vxdiag| 12,...,12 [xVT,

gdzie V,1: Q= V x diag(A,, ..., 1,,) x V', zatem V jest macierza wek-
torow wlasnych, a A, (i=1, ..., n) s3 warto$ciami wlasnymi macierzy Q,

1 1 1
. Q2 :deiag[Af,...,Ag]xVT,

gdzie V, A : Q' = V x diag(},, ..., A,) x V' i, podobnie jak wyzej,
V jest macierzg wektoréw wlasnych, a A, (i = 1, ..., n) s3 warto$ciami
whasnymi macierzy Q.
Mamy wowczas:
L L 1
vIv=xTQ2Q2x +2x7Q2Q 2c¢+c'Q 2Q 2c=x"Qx+2x"c+c Q7. (23)
Funkgja f(x) = x' Qx + 2¢'x + d w (21) ma rozwigzanie optymalne bez ograni-

czen X, =—Q ¢, wyznaczone z warunkow optymalnosci pierwszego rz¢du:

V. f(x)=2Qx+2c=0= Qx+c=0,
a jej wartos¢ optymalna
fFp) =(Dc'QQ-DQ e +2(-1)c'Q e +d =
=c'Qc-2cTQ lc+d=~cTQ lc+d.

Zatem, pomijajac powyzej stalg d, zachodzi: v'v =x"Qx+2x"c— f (Xopt) -
Poniewaz f(fopt) <f(x), x: Ax<b, I<x<uw(21), zatem viv>0.
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Przyjmujac w (20) ¢ =0,i=1, ..., K, otrzymujemy problem SOCO postaci:
min ¢
przy ograniczeniach
1 1
Q%2x+Q 2%c|| <t,
2
Ax<b,
I<x<u,
lub w ogoélniejszym zapisie, korzystajac z (21) i (22):

min ¢
przy ograniczeniach

1 1

V= QEx + Q_Ec,
Ax <D,
I<x<u,

(£v) = 0,

gdzie (t;v) = 0 &< ||v|| , <titwyraza minimalng odlegtos¢, wyrazong za po-
mocg normy, pomiedzy rozwigzaniem wz§1¢dem zmiennych x a rozwigzaniem
optymalnym bez ograniczen X, =—Q c.

Korzystajac z przeksztalcenia problemu QO w problem SOCO, ogoélniejszy
problem QCQO postaci

minxTQOx + 2xTc0 +d,

przy ograniczeniach:

xTQix + xTci +d; <b;, ie <I> lub xTQix +xTci +d;—b;<0,ie <I>,

T .

o, x=b, IE<E>,

i<x;<uj, j=1...n,
mozna (po podstawieniu d; = d; —b,) przetransformowa¢ w SOCO:

min ¢

przy ograniczeniach
1 1

Qex+Qy%c| <t,

2 (25)
1 1 1

ire <(ds - )

(24)

ochzbi, ie<E>,

i
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Zgodnie z (23), przeksztalcajac w (25)
1 1 1
QFx+Q; ¢ < (CiTQi_ICi _di)2
2

1 1 2

5 >y TA-1. 3
Q?x+Q, %¢;|| <¢; Qi ¢;—d,,
2

wyrazenie Qe wystepuje po lewej i prawej stronie (co oznacza, ze moze
by¢ wyeliminowane), wiec otrzymamy ograniczenia zgodne z (2) postaci
xTQix + 2xTci +d; <0 (xTQix + 2xTci +d; <b, )

W przypadku funkcji kwadratowej

1
ExTQx +xlc+d,

v—\[sz+ —Q 2c
Wowczas

v v—\/:x Q2Q2x \/7+2\/7x QQ_ZC\/: \/:c Q 2Q 2 \/7=

T

stosujemy podstawienie

=—x Qx+x c+ c Q c.
2 2

Teraz (pominawszy stala d) zachodzi
_ 1 - - _
fGop) = (=)=’ Q7Q=DQ e+ (' Qe =
Lrya  1h1 _ 1 1A
—2chch chc,
skad

1
viv= ExTQx +xlc— f(a_copt) >0.
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Podobnie jak przy rozwigzywaniu instancji problemu QCQO, réwniez roz-
wigzujac instancje SOCO oprogramowanie nie jest powszechnie dostepne.
Gléwnymi producentami tego typu oprogramowania sg przykladowo: IBM
CPLEX, MatLab, Mosek, OpenOpt.

Innym problemem wywodzacym si¢ z ekonometrii jest problem estyma-
cji £, parametréw nieliniowych modeli. Stosujac aproksymacje kwadratowe
nieliniowych funkcji [Runka 2011, s. 148 i n.]:

min e'r" +elr

przy ograniczeniach:
T -
V(x5 B ) AB+ABTVE®( s B AR+ -1 = 7,

r.,r. 20,i=1,...,n, (26)
gdzie:

rreR, ABe R™ VﬁCD(xiT ;ﬁk) e R™!,
Vf;ﬁq)(xiT$ Be ) e RmHDx(m+D)
mozemy przeksztalci¢ go w problem SOCO

n
min Z t;
i=1

przy ograniczeniach:

2
1 ~ .
\/(V/%D(x? ;Bk)Aﬁ+EAﬁTV?3ﬁq’(xiT ;Bk)Aﬁ_yij Stp i=hown o7y
tiZO,iZL-.-,n)

gdzie:
Vi :)’i_q)(xiT5ﬁk)’ j=y-0X;p), yeR".

W (27) ograniczenia sg stozkami jednostkowymi, jak na rys. 1, zgodnie z ktory-
mi dla skalarnych wartosci v; = Vi (D(x;r; Bi)AB + lAﬁTVf;ﬁ CD(xiT sB)AB-,
zachodzi ||Vl-||2 = |vi | 2
Zatem stosujac estymacje ¢, parametréw nieliniowych modeli, mozemy
rozwigzywac instancje problemu (27), zamiast instancji problemu (26).
Stosujac transformacje do problemu SOCO, napotykamy takie same utrud-
nienia jak w problemie QCQO, a mianowicie - jak wyznacza¢ gradient i hesjan.
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Podsumowanie

Dla rozwigzywania instancji (zadan) problemu optymalizacji nieliniowej,
wykorzystuje si¢ zardwno solwery zawierajace implementacje wielu algoryt-
mow stosowanych od dziesiatek lat, jak i nowsze, jak na przyklad algorytmu
punktéw wewnetrznych rozwigzywania zadan optymalizacji kwadratowej
i nieliniowej. Poszukiwanie alternatywnych koncepcji algorytmoéw oraz specy-
fika zagadnien praktycznych spowodowaly pojawienie si¢ probleméw QCQO
i SOCO. Innym podejsciem jest transformacja problemu QCQO w problem
SDP (Semidefinite Programming) [Anstreicher 2004], do ktérego mozna
réwniez transformowa¢ problem QCQO.

Bibliografia

Anstreicher, K.M., 2004, SDP versus RLT for Nonconvex QCQP, Workshop on Integer Pro-
gramming and Continuous Optimization, Chemnitz.

Bazaraa, M.S., Sherali, H.D., Shetty, C.M., 2006, Nonlinear Programming. Theory and Algorithms,
J. Wiley & Sons, 3rd ed.

Boyd, S., Vandenberghe, L., 2009, Convex Optimization, Cambridge University Press.

Lobo, M.S., Vandenberghe, L., Boyd, S., Lebret, H., 1998, Applications of Second-Order Cone
Programming, Linear Algebra and its Applications.

Nocedal, J., Wright, S.J., 2006, Numerical Optimization, Springer (Series in Operations Research).

Runka, H.J., 2006, Ograniczenia na zmienne w algorytmach punktéw wewngtrznych, w: Panek, E.
(red.), Matematyka w ekonomii, Wydawnictwo Akademii Ekonomicznej w Poznaniu,
Poznan.

Runka, H.J., 2009, Interior Points in Nonlinear Optimization with Bounds on Variables, w: Pa-
nek, E. (red.), Mathematics in Economics, red. nauk. E. Panek, Wydawnictwo Uniwersytetu
Ekonomicznego w Poznaniu, Poznan.

Runka, H.J., 2012, Metody punktéw wewnetrznych w estymacji parametréow modeli ekonome-
trycznych, w: Panek, E. (red.), Matematyka i informatyka na ustugach ekonomii. Modelo-
wanie zjawisk gospodarczych. Elementy teorii, Wydawnictwo Uniwersytetu Ekonomicznego
w Poznaniu, Poznan.

SAS/ETS © 9.3, User’s Guide, 2011, SAS Publishing.

SAS/IML ® 9.3, User’s Guide, 2011, SAS Publishing.

SAS/OR *© 9.3, User’s Guide: Mathematical Programming, 2011, SAS Publishing.



