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SYMULACJE DLA MODELU GOSPODARKI
KONKURENCY]JNE] Z ZAPASAMI

Streszczenie: Celem artykulu jest zbadanie za pomoca symulacji, jaki wptyw w mode-
lu réwnowagi ogolnej typu Arrowa-Debreu-McKenziego na istnienie cen rownowagi
oraz stabilno$¢ modelu ma wystepowanie zapaséw. Gdy w gospodarce wytworzony zo-
staje nadmiar towaréw, moga one zosta¢ przeniesione przez producentéw na kolejny
okres i wplyng¢ na dynamike cen. W pracy przedstawiono prosty model gospodarki
konkurencyjnej z zapasami, dla ktérego przeprowadzono obliczenia symulacyjne umoz-
liwiajgce wyznaczenie trajektorii cen towaréw oraz zapaséw. Przedstawiony w pracy
model rownowagi ogolnej jest stabilny przy pewnych szczegolnych zalozeniach poda-
nych we wczesniejszej pracy M. Naskreckiej [2012]. W artykule przebadano zachowanie
cen oraz zapasow w przypadku, gdy pozbawimy model tego zaloZenia. Zbadano tez, jaki
wplyw bedzie to mialo przede wszystkim na stabilno§¢ modelu. Przedstawiono symu-
lacje dla funkcji uzytecznosci oraz produkgji typu Cobba-Douglasa i na ich podstawie
zaproponowano wnioski dotyczace cen rownowagi, zapaséw oraz stabilno$ci ich trajek-
torii.
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no$¢, symulacje, twierdzenie Lapunowa.
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SIMULATIONS FOR A MODEL OF A COMPETITIVE ECONOMY
INCLUDING STOCK LEVELS

Abstract: Models of general equilibrium make it possible to determine equilibrium pri-
ces in a competitive economy. These models are not able to properly describe all the
processes taking place in an economy. They do not take into consideration the necessity
of storage that arises when there is an excess of products. Thus, the question arises about
the influence of stock levels on market equilibrium (or disequilibrium) and stability. This
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paper will present a simple model of a competitive economy including stock levels and
a simulation of the trajectories of prices and stock levels.

Keywords: competitive economy model, general equilibrium, stock levels, stability, si-
mulations, Lyapunov theory.

Wstep

Badania nad réwnowaga ogolna oraz stabilnoscia gospodarki konkurencyj-
nej z wykorzystaniem modeli matematycznych dynamiki ekonomicznej sie-
gaja drugiej potowy XIX wieku, kiedy to powstato dzieto L. Walrasa [1874].
Jednak najbardziej intensywny rozwoj teorii réwnowagi ogolnej przypada
na lata 1950-1980 i datuje si¢ od opublikowania pracy K.J. Arrowa i G. De-
breu [1954]. W okresie tym zbudowano, zbadano i przesledzono wiele wersji
modeli gospodarki konkurencyjnej, badajac gléwnie warunki istnienia réw-
nowagi, jej jednoznacznos¢ oraz stabilnos¢ (globalng, lokalng). Gospodarka
konkurencyjna osiaga stan réwnowagi, gdy ustala sie w niej takie ceny, przy
ktérych dochodzi do zréwnania popytu z podaza dla kazdego towaru. Go-
spodarka stabilna charakteryzuje si¢ tym, ze wytracona ze stanu rownowagi
potrafi samoczynnie do niego po pewnym czasie powrdci¢, czego wyrazem
jest powr6t z uptywem czasu trajektorii cen do cen réwnowagi. W modelu
takiej gospodarki zaklada si¢ zazwyczaj, Ze dynamika cen w gospodarce opi-
sana jest za pomoca ukladu réwnan rézniczkowych postaci

p(t)=cF(p(1)), (1)

gdzie:
t — czas; czas jest tu zmienng ciagla, t >0,
n - liczba towaréw dostepnych w gospodarce,
pt)= (pl(t), p,(t),..p, (t)) — wektor cen towar6w w momencie t,

F®) = (£,(p®)), £,(p(0)s.... £,(p(t))) - calkowity popyt na towary
w momencie £,

g(p(t) = (gl(p(t)), g, (p(t)),. g, ((p(t))) - catkowita podaz towarow
utozsamiana z ich produkejg w gospodarce w momencie t,

F(P(t)) = (Fl (P(t)), E, (P(t))’- - FE, (P(t))) - funkcja popytu nadwyzko-
wego, F(p(t))=f(p®))-g(p®)),
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o - dodatni wspdlczynnik sily reakcji cen na nieréwnowage [Arrow i Hur-
wicz 1958; Arrow, Block, Hurwicz 1959].

Model (1) stuzy do wyznaczania cen réwnowagi rynkowej, ale nie nadaje
sie do opisu rzeczywistych zachowan podmiotéw na rynku konkurencyj-
nym. Decyzje kupna-sprzedazy zapadaja bowiem niezaleznie od tego, czy
mamy na nim do czynienia z cenami réwnowagi, czy nie. Konsumenci oraz
producenci nie odkladaja swoich decyzji do momentu, az ustalone zostang
ceny rownowagi, chocby dlatego, Ze cen takich po prostu nie znaja. Zanim
ceny faktycznie zblizg sie do ich poziomu w réwnowadze, w gospodarce
moze si¢ utrzymywac przez dluzszy okres nieréwnowaga, czyli sytuacja,
w ktorej popyt nadwyzkowy na rynku na przynajmniej niektore towary be-
dzie dodatni lub ujemny. Gdy warto$¢ ta jest dodatnia, popyt czgsci konsu-
mentéw nie zostaje zaspokojony, a gdy jest ujemna, w gospodarce powstaja
zapasy (zakltadamy, ze wyprodukowane towary sg trwatle). Nie sg one jednak
w ukladzie (1) w zaden sposéb uwzglednione [Panek 2011].

W literaturze nie ma zbyt wielu modeli réwnowagi z zapasami wyni-
kajacymi z nadwyzki podazy nad popytem. Préby wprowadzenia zapa-
s6w do modelu réwnowagi ogdlnej mozna znalez¢ miedzy innymi w pracy
E. Panka [2011], jednak zaproponowany tam model rynku nie uwzglednia
wplywu, jaki zapasy maja na dynamike cen. Jest to zalozenie niekoniecz-
nie zgodne z tym, co obserwujemy w rzeczywistosci. Producenci posia-
dajacy zapasy beda brali je pod uwage, podejmujac decyzje o produkeji,
a to posrednio wplynie na ceny. Problemem zapaséw w modelu réwno-
wagi ogolnej zajmowali si¢ ponadto miedzy innymi F. Hahn i T. Negishi
[1962], R.A. Diamond [1967] oraz F. Fisher [1983]. W niniejszym artykule
przedstawiono pokrotce model rownowagi ogoélnej z zapasami przedsta-
wiony szczegélowo w pracy M. Naskreckiej [2013], w ktérym wprowa-
dzono pewne dodatkowe zalozenia, przy ktérych udowodniono istnienie
cen roéwnowagi oraz stabilno$¢ modelu. Celem pracy byto zbadanie, czy
w modelu tym bez dodatkowych zatozen réwniez istniejg ceny rownowa-
gi, jak brak tego zalozenia wplynie na zapasy w stanie rownowagi oraz czy
model ten nadal pozostanie stabilny. Za metod¢ badawczg w pracy przy-
jeto symulacje komputerowe. Przedstawiony model ciagly zostat przybli-
zony modelem dyskretnym i dla pewnych poczatkowych warunkéw oraz
funkcji uzytecznosci i produkcji przeprowadzono symulacje za pomoca
programu Excel.
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1. Model r6wnowagi ogolnej z zapasami

Na rynku przebywa m konsumentéw oraz | producentéw. Kazde przed-
siebiorstwo bedzie chcialo zmaksymalizowa¢ swéj zysk. Kazdy konsument
bedzie chcial natomiast zmaksymalizowa¢ uzytecznos¢ nabywanego przez
siebie koszyka. Nie moze on jednak kupi¢ wiecej, niz zarobi. Jego dochod
sktada si¢ z przychodoéw, ktére uzyska po sprzedazy swojego koszyka po-
czatkowego, oraz z udziatéw w zyskach przedsigbiorstw. W modelu przyjeto,
ze zardwno konsument, jak i producent zakladaja, ze uda im sie zrealizo-
wac swoje oczekiwania. Stad producent zaklada, ze uda mu si¢ sprzeda¢ calg
swoja produkgcje, tacznie z zapasami.

Producent j-ty bedzie dysponowal pewnym wektorem czynnikéw pro-

dukgji kK= (klj, kg,...,ki)e Y/ R? (Y7, j=1,2,...,1, sa zbiorami domknie-
tymi i wypuklymi w R") oraz bedzie go charakteryzowa¢ pewna funkcja
produkcji q(k):Y’ — R!. Bedzie ona funkcjg ciagly, rosnaca, wklesly, do-
datnio jednorodng stopnia zero oraz dla argumentu zero bedzie przyjmo-
wala warto$¢ zero (q(0)=0). Przez wektor p = ( D> Pyseeos pn) rozumiemy
wektor cen towaréw oraz czynnikéw produkcji na rynku, a przez wek-
tor ¢’ = (¢lj LB, ,¢n’) wektor zapaséw na rynku. Zadanie optymalizacyjne

j-tego producenta bedzie mialo postac:

max<p, qj(k)+¢j—k>,
KeY,
({x, y) oznacza iloczyn skalarny wektoréw x i y), a stad

k' =g’ (p, ¢)=argrk{1§)§<P> q'(k)+¢'~k).

Konsument r-ty bedzie natomiast szukal koszyka towardw x" e X’
(zbiory X',r=1,2,...,m, sa domknigte w R", wypukte oraz dla dowol-
nego i i dla kazdego wektora x € X" istnieje wektor x'e X", dla ktorego
u (x")>u"(x)). Jego preferencje opisane s3 za pomocg cigglej, rosngcej
i wklestej na X" funkcji uzytecznosci u'(x): X" — R, . Zachowanie r-tego
konsumenta mozna opisac za pomoca zadania:
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maxu' (x),
1
() <(pa)+ Yo, (K),
j=1
x'eX,

gdzie przez ﬂj(k)=< pq’ (k) +¢’ —k> rozumiemy zysk j-tego producenta,
przez a’ = (al' s e a;) >0 rozumiemy koszyk poczatkowy r-tego kon-

sumenta, a &, €[0,1] oznacza udzial r-tego konsumenta w zyskach j-tego
przedsigbiorstwa, przy czym dla kazdego przedsiebiorstwa musi zachodzi¢

m
warunek Zarj =1. Rozwigzaniem tego zadania jest

r=1

X' =f'(p,p)=arg max u'(x).
<p,x'>£<p,a'>+Zavzr](k)

x"eX"

Dokladniej zadania te zostaly opisane w pracy E. Panka [2003].
Niech:

- p(t)= (p1 (), p,(®),...,p, (t)) , tak jak w uktadzie réwnan (1), oznacza wek-
tor cen w momencie ¢,

- £(p@), 6®)=(£,(p®), 60, £, (p(1), 1)), ... £, (p(2), (1)) ) - wielkose
catkowitego popytu na towary w gospodarce w momencie ¢,

- g(p®),90))=(g,(p(t), 61)), g, (p(1), D)), ... 8, (p(®), (1)) — wiel-
kos¢ catkowitej produkcji towaréw w gospodarce, w momencie ¢.

Przez ¢(t) = (¢1 (1), §,(t),..., 8, (t)) oznaczmy wektor zapasow towaréw w go-

spodarce w momencie t. Niech:

E(p(1), 4(t)) = £,(p(1), 6®)) —g, (p(1), (1)) —4,(®)

oraz

G, (p(1). 4(1)) = g, (p(), 9))~ £, (p(1), $(1)).
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Modelem réwnowagi ogdlnej z zapasami nazywamy uklad réwnan
p.(t)=cF (p(t), 4(t)), (2)

& (pt), g))— £,(p(t), $(1))— B (8),
gdy 4,(t) (0, A)
(1) = lub ¢,(£) = 0 AG, ( p(t), #(t)) 2 0 3)

lub ¢ (t) = AAG, (p(t), $(1)) - B, () <0,
0 w pozostalych przypadkach,

gdzie: G, (p(t), 4(1)) = g, (p(t), 4(0))~ £, (p(8), (1)), i =1,2, ..., $(0) =
=¢° >0, B €(0,1) oznacza stope¢ deprecjacji zapaséw, o >0 oznacza wspol-
czynnik sily reakeji cen na zmiang popytu i podazy, a AeR", A <0, ozna-
cza maksymalny dopuszczalny poziom zapaséw w gospodarce.

Na rynku moze zaj$¢ kilka wykluczajacych si¢ sytuacji:

- f (p(t), ¢$(t)) > g (p(t), ¢(t)) - calkowity popyt na i-ty towar przekracza
jego produkcje; aby zaspokoi¢ powstala nadwyzke popytu, producenci ko-
rzystaja ze swoich zapasow;

. f, (p(t), ¢(t)) > g, (p(t), ¢(t)) +¢,(t) - cala produkcja oraz cate dotych-
czas zgromadzone zapasy towaru zostaja przeznaczone na zaspokojenie
popytu konsumentéw, jednak czes¢ popytu pozostaje nadal niezaspo-
kojona;

o &P, 9(1)) < £,(p(1), §(0)) < g, (p(1), 4()) + 4,(¢) ~ cata produkeja i-
-tego towaru oraz czes¢ lub calo$¢ zapasoéw zostaje skierowana na petne
zaspokojenie popytu konsumentow;

- f, (p(t), ¢(t)) =g (p(t), ¢(t)) — calkowity popyt na i-ty towar jest réwny
jego catkowitej produkcji, producenci nie musza korzystac z zapasow, kto-
re ulegaja naturalnemu zuzyciu;

- f (p(t), ¢(t)) <g (p(t), ¢(t)) produkcja i-tego towaru przewyzsza popyt
zglaszany na ten towar, powstajg zapasy [Naskrecka 2013].

W pracy zostaly przyjete zalozenia przyjmowane standardowo w mode-
lach réwnowagi ogélnej [Panek 2003]:

() feC'R\O}xR! >R"), geC'(RI\{O}xR: ->R"),
peC' (R >R");
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VgeR" VpePf(l)z{peRj |Zn:pi=1}v/1=pl—p2, P =p'Ap'£p
i=1

AJ(p, $)A'<0,

OF(p, @)
op

gdzie J(p, ¢)=[
oraz x = Z|xi|;

(1) Vp=(py> pore-sp, )2 (0,0,...,0)Vr >0 f(ap, #) = f(p, ) A g(ap, ) =
= g(p, ¢) (dodatnia jednorodno$¢ stopnia zero funkcji podazy oraz
funkcji popytu ze wzgledu na ceny);

(IV) VgeR’ p,=0= E(p,¢$) >0 (popyt na towar, ktérego cena wynosi 0,
zawsze bedzie wyzszy od jego podazy);

(V) Vp>0(p, f(p,#)—g(p,#)—¢) =0 (prawo Walrasa); symbolem (x, y)
oznaczamy iloczyn skalarny wektorow x i y.

] s E(p, @) =f(p, d)—g(p,P)—¢

J

Definicja 1. Przez stan réwnowagi w modelu gospodarki konkurencyj-
nej (2)3) rozumiemy punkt osobliwy (stan stacjonarny) p >0, ¢ >0 tego
ukladu, tj. rozwigzanie ukfadu réwnan:

15.5)-8(5. )7 =0
8p.4)~f(p.¢)~p¢ =0.

W gospodarce opisanej za pomocg modelu (2)~3) istnieja ceny réwno-
wagi ogdlnej p >0 okreslone jednoznacznie z dokladnoscig do struktury.
Dowdd tej wlasnosci przebiega analogicznie do przeprowadzonego w pracy
Panka [2011].

W standardowych modelach gospodarki konkurencyjnej, ktére nie
uwzgledniajg zapasow, stabilno$¢ gospodarki oznacza zbieznos¢ dowolnej
jej trajektorii do pewnego wektora cen rownowagi. W przedstawionym mo-
delu, oprocz trajektorii cen, wystepuje rowniez trajektoria zapasow. Stabil-
nos¢ powinna wiec zosta¢ zdefiniowana zaréwno dla trajektorii cen, jak i dla
trajektorii zapasow.
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Definicja 2. Okre$lone na pétosi czasu R’ =[0,+%0) rozwigzanie ukla-
du réwnan rézniczkowych (2)3) z dodatnia funkcja cen p(t) spelniajaca
warunek poczatkowy p(0)=p° >0 oraz nieujemng funkcja zapaséw ¢(t)
spelniajacg warunek poczatkowy ¢(0) = ¢° >0, nazywaé bedziemy (p°, ¢°)-
-dopuszczalng trajektorig cen i zapaséw w modelu gospodarki konkurencyj-
nej z zapasami.

Stabilno$¢ w modelu gospodarki konkurencyjnej bez zapaséw jest rozu-
miana jako zbiezno$¢ trajektorii cen do wektora cen réwnowagi. Dla modelu
(2)3) nalezy uwzgledni¢ réwniez trajektorie zapasow.

Definicja 3. Niech p oznacza wektor cen réwnowagi. Gospodarke,
ktorg opisuje uktad rownan (2)«3) zwarunkiem poczatkowym p(0) = p° > 0,
$(0) = ¢° > 0, nazywamy (globalnie) asymptotycznie stabilng, jezeli dowolna

(p°, #°)-dopuszczalna trajektoria cen i zapaséw spelnia warunek:
Vp' >0Vg' 203peP (limp(t) =P Alimg(t) =o).

Gospodarka bedzie wiec globalnie stabilna, jezeli kazda trajektoria cen be-
dzie dazyta do pewnego wektora cen réwnowagi, a zapasy beda malaty do
zera [Panek 2011].

Przy zalozeniach (I)—(V) oraz dodatkowym zalozeniu:

(VD) V>0 (1), §(0)) <0 lub (B, p(6)) > ($(2), (1))

gospodarka konkurencyjna opisana przez uklad réwnan (2)~3) jest global-
nie asymptotycznie stabilna. Dowod stabilnosci znajduje si¢ we wczesniej-
szej pracy autorki [Naskrecka 2012].

Pojawia si¢ jednak pytanie, czy jesli opuscimy zalozenie (VI), gospodar-
ka ta nadal bedzie stabilna w sensie definicji 3. Aby sprawdzi¢ jej wlasnos¢
przy braku zalozenia (VI), dla modelu (2)«3) zostang przeprowadzone sy-
mulacje.

Symulacje

Niech na rynku bedzie dwéch konsumentéw oraz dwa przedsigbior-
stwa. Konsumenci zglaszaja popyt na dwa dostepne na rynku towary
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x'= (x{, x ), i=1,2 (indeksem i = 1, 2 oznaczamy odpowiednio pierwsze-
go i drugiego konsumenta) oraz dostarczaja przedsigbiorstwom czynniki
produkcji a' =(ai, a;), i=1,2. Kazdy z konsumentéw uzyskuje dochéd,
sprzedajac czynniki produkcji oraz partycypujac w zyskach producen-
tow. Konsumenci majg okreslone udzialy a; >0 w zyskach producen-
tow spelniajace warunek:

ia{:l, 1=1,2.
i=1

Producenci produkuja po dwa towary y’ = ( ¥, yi), j=1,2 i zuzywa-
ja do tego czynniki produkcji k’ = (kf k! ), j=1,2, ktére nabywajg u kon-
sumentéw. Kazdy producent moze posiada¢ zapasy wyprodukowanych
towaréw ¢’ = (¢1J , &) ) Dla uproszczenia w modelu przyjeto, ze wszystkie
zapasy znajdujace si¢ na rynku w danym momencie dzielone sg réwno po-
miedzy producentéw. Ceny towaréw sg okreslone przez wektor p=(p,, p,)s
a ceny czynnikéw produkgji - przez wektor p'=(v,,v,). Pierwszy konsu-

ment okresla swoje preferencje za pomoca funkcji uzytecznosci postaci
1 3
u' (xll, x;)z 8(x11)4 (x;)“ , a w kazdym okresie dysponuje 20 jednostkami

pierwszego czynnika produkeji oraz 30 jednostkami drugiego czynnika pro-
dukgji, a' =(20,30). Konsument pierwszy maksymalizuje swoja uzytecz-
no$¢ przy ograniczeniu budzetowym postaci:

plxl1 +p2x; <v,-20+v, ‘30+0,4(P1()’11 +¢11)_V1k11 2 ()’; +¢21)_V2k;)+
+0>5(P1()/12 "‘¢12)_V1k12 +p, (}’; +¢22)_V2k22)’

gdzie « =04, @, =0,5 to udzial konsumenta w zyskach obu przedsie-

biorstw. Drugi z konsumentéw przypisana ma odpowiednio funkcje uzy-
2 1

tecznosci  u’ (xi, x;)z 9(x12)3 (x§)3 oraz wektor czynnikéw produkcji

a’ =(28,20), a jego ograniczenie budzetowe przyjmuje posta¢:
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X+ X, Sv1-28+v2-20+0,6(p1(y11 +¢11)—v1k11+p2(y;+¢2‘)—v2k;)+

+0,5(P1(}/12+¢12)—V1k12+}72()’§ +¢22)_V2k22)'

Producenci maksymalizujg swoje zyski i postuguja si¢ przy tym odpo-
wiednio funkcjami produkeji postaci

¢ (k1)< s (2206 (1))

£ (0.5)= 20 () (i) () |

W symulacji wspdtczynnik sily reakcji cen na nieréwnowage zostat usta-
lony na poziomie o =0,001, a wspoélczynnik deprecjacji zapaséw £ =0,6.

Dla tak sformutowanych zadan optymalizacyjnych konsumentéw i produ-
centdéw przeprowadzono nastepnie symulacje¢ przebiegu trajektorii cen oraz
zapaséw. W modelu ceny zbiegajg do cen réwnowagi p =(13,13;19,5) - por.
rysunki 11 2.

Symulacje dla zapaséw wskazuja, Ze dla stabilnych cen, zapasy niekoniecz-
nie beda zbiegaly do zera. Od pewnego momentu zaczynaja zmienia¢ sie sinu-
soidalnie na domknietym obszarze [0, 50]. Wynik ten sugeruje, Ze przy braku
zalozenia (VI) pomimo stabilnosci cen zapasy nie beda zbiegaty do zera, lecz
beda oscylowaly w pewnym przedziale bliskim zera (por. rysunki 3 i 4).

p.(t)
201

18 1
16 _\
144

12 1
10
8
6-
4
2
0

0 100 200 300 400 500 600 700 800 ¢
Rysunek 1. Trajektoria ceny towaru pierwszego

Zréddlo: Obliczenia whasne
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pa(t)

301
254
20+
154
10

5_

0

0 100 200 300 400 500 600 700 800 t
Rysunek 2. Trajektoria ceny towaru drugiego

Zrédto: Obliczenia wlasne

Rysunek 3. Trajektoria zapasow towaru pierwszego

Zréodlo: Obliczenia wlasne

Rysunek 4. Trajektoria zapasow towaru drugiego

Zrodlo: Obliczenia whasne
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Podsumowanie

W przedstawionym modelu gospodarki konkurencyjnej z zapasami (2)~3)
istniejg ceny rownowagi. Dla zalozen (I)—(VI) ceny oraz zapasy sg stabilne
w rozumieniu definicji 3. Przeprowadzone symulacje przy braku zalozenia
(VI) potwierdzity istnienie cen rownowagi oraz zbieznos¢ do nich trajektorii
cen towaréw. Uwazniejszego sprawdzenia wymaga stabilno$¢ zapaséw, ktore
oscyluja po pewnym domknietym obszarze. Nie beda one zbiegaly do zera,
a symulacje wyraznie wskazuja na ich oscylacje w pewnym stalym przedzia-
le. Wyniki te sugeruja, ze przy tak zdefiniowanym modelu tylko ceny beda sie
zachowywaly w sposéb stabilny w sensie definicji 3. Opuszczajac w modelu
zalozenie (VI), nalezaloby wigc si¢ zastanowi¢ nad zmiana definicji zaréwno
stanu rownowagi, jak i stabilnosci lub tez nad innym sformulowaniem mo-
delu wymiany towaréw pomiedzy konsumentem a producentem.
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