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METODA BLANCHARDA-KAHNA
ROZWIAZYWANIA MODELI DSGE

NA PRZYKLADZIE PODSTAWOWEGO
MODELU NOWE] SZKOLY KEYNESOWSKIE]

Streszczenie: W opinii wielu ekonomistéw stochastyczne dynamiczne modele réwno-
wagi ogolnej (dynamic stochastic general equlibrium, DSGE) sg gtéwnym kierunkiem
badan we wspolczesnej teorii ekonomii [Gali 2008; Baranowski i in. 2013]. Trud-
no jednak natrafi¢ na prace wprowadzajace do metodologii modeli DSGE. Dlatego
chcemy zaproponowaé omoéwienie podstaw modeli DSGE, ktdre pozwoli uzupetni¢
te luke. W tym celu postuzymy si¢ podstawowym modelem nowej szkoty keynesow-
skiej, w ktorym zaklada sie zréznicowanie débr, konkurencje monopolistyczng oraz
inercje cen [Calvo 1983].

Rozwigzanie uktadu réwnan modelu DSGE jest dokonywane za pomoca metod
numerycznych. Jedng z pierwszych technik stosowanych do rozwigzywania ekono-
micznych liniowych modeli racjonalnych oczekiwan byla metoda Blancharda-Kahna
[Blanchard i Kahn 1980]. Uzywa si¢ w niej log-liniowej aproksymacji warunkow
pierwszego rzedu wynikajacych z wyjsciowego problemu optymalizacji [Sims 2002],
aby zfozony uklad nieliniowy przeksztalci¢ w uktad liniowy. Metoda Blancharda-
-Kahna opiera si¢ na rachunku macierzowym i okresla wlasnosci macierzy uktadu
réwnan modelu gwarantujgce istnienie oraz stabilnos$¢ rozwigzania. Problem wartosci
wlasnych macierzy przekfada si¢ na problem doboru odpowiednich wartosci struk-
turalnych parametréw modelu oraz ich kombinacji.

Slowa kluczowe: log-linearyzacja, metoda Blancharda-Kahna, modele DSGE, nowa
szkota keynesowska.

Klasyfikacja JEL: C62, C68, E12, E52.
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THE BLANCHARD-KAHN METHOD OF SOLVING DSGE
MODELS - A CASE OF THE BASIC NEW KEYNESIAN MODEL

Abstract: In the opinion of many economists, DSGE (dynamic stochastic general
equilibrium) models can be viewed as a leading stream of modern macroeconomic
theory [Gali 2008; Baranowski et al., 2013]. However, it is difficult to find any works
which introduce DSGE methodology, especially for readers who are not familiar with
the issue. In the Polish literature there are no introductory contributions. Therefore,
we would like to present an overview of the fundamentals of DSGE models to fill
this gap. To this end we use the basic New Keynesian model, which assumes product
differentiation, monopolistic competition and staggered price setting [Calvo 1983].

Solving the equations of the DSGE model system is achieved by means of nu-
merical methods. One of the first techniques proposed for solving linear rational
expectations models originates from Blanchard and Kahn [Blanchard, Kahn, 1980].
The method uses the log-linear approximation of optimal conditions for the initial
optimization problem underlying the model [Sims 2002]. It is based on matrix cal-
culus and determines the properties of the eigenvalues of the system matrices. The
problem of the eigenvalues translates into the problem of selecting appropriate values
for the structural parameters of the model or their combinations. This method makes
it possible to determine if there exists a locally unique stable solution to the system.

Keywords: Blanchard-Kahn method, DSGE models, log-linearization, New Keyne-
sian economics.

Wstep

W opinii wielu ekonomistéw stochastyczne dynamiczne modele réwnowa-
gi ogdlnej (dynamic stochastic general equlibrium, DSGE) stanowia gtéwny
kierunek we wspdlczesnej teorii ekonomii [Gali 2008]. Ich konstrukcja jest
wynikiem polaczenia podstaw teorii realnego cyklu koniunkturalnego (Real
Business Cycle, RBC) z metodologicznymi aspektami mikroekonomii oraz
podejé¢ stosowanych w statystyce. Natomiast w warstwie pojeciowej me-
todologia tych modeli czerpie z takich trendéw ekonomicznych, jak nowa
szkota keynesowska, nowa makroekonomia gospodarki otwartej czy nowa
ekonomia instytucjonalna.

Ze wzgledu na wcigz poglebiajace sie zainteresowanie modelami DSGE
$wiatowa literatura z zakresu ich metodologii modeli jest do$¢ obszerna i wcigz
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uzupelniana o nowe pozycje'. Jednak, poniewaz w teorii ekonomii modele
DSGE to wcigz stosunkowo mloda dziedzina, artykuly z tego zakresu prezen-
tujg wiedze wysoce specjalistyczng i traktujgcg o szczegétowych zagadnie-
niach. Natomiast trudniej natrafi¢ na prace wprowadzajace do metodologii
modeli DSGE, zwlaszcza czytelnika pragnacego dopiero zapoznac sie z ta
tematyka®. W literaturze polskiej brak jest w ogéle takich pozycji’. Dlatego
chcemy zaproponowa¢ omoéwienie podstaw modeli DSGE, ktére pozwoli
uzupetni¢ te luke®,

W artykule skoncentrujemy si¢ na objasnieniu praktycznych aspektow
pracy z modelami DSGE, a konkretnie na rozwigzywaniu ukladu réwnan
modelu. Podstawy teoretyczne, zwlaszcza dotyczace zalozen stosowanych
w konstrukcji modeli DSGE, odwoluja sie do teorii realnego cyklu koniunk-
turalnego oraz nowej szkoty keynesowskiej’. Synteze tych zagadnieri mozna
odnalez¢ m. in. w pracy J. Galiego [2008] oraz McCandlessa [2008]. Dla
naszych celéw postuzymy si¢ przykladem, bardzo prostego w swojej klasie,
modelu gospodarki zamknietej, stosowanego w analizie polityki monetarnej°,

! Jako synteze, ale réwniez przeglad modeli DSGE stosowanych do analizy polityki mone-
tarnej, warto poleci¢ prace [Gali 2008].

> W podreczniku [McCandless 2008] mozna znalez¢ rozdzialy poswiecone wprowadzeniu
do modeli DSGE. Jednak i w tej pracy zaklada si¢ pewne wstepne zaznajomienie czytelnika
z metodologia modeli DSGE. Bardzo pomocng pozycja okazuje sie przewodnik [Mancini
Griffoli 2007-2008] napisany na potrzeby objasnienia oprogramowania DYNARE, z naciskiem
na aspekty techniczne i szczegdly implementacji roznego typu procedur matematycznych
uzywanych przy rozwigzywaniu modeli DSGE.

Uzyteczne moze si¢ okaza¢ zapoznanie z praca [Grabek, Klos i Utzig-Lenarczyk 2007].
Prezentowany w niej model jest bardziej zlozony. Natomiast czytelnik moze znalez¢ liczne
odwotania na temat szczegdtowych zagadnien, a takze przejrzyste i wyczerpujace objasnienie
wielu aspektéw teoretycznych.

* Artykut zostat opracowany na podstawie czeéci I rozdziatu rozprawy doktorskiej [Sob-
czak 2013] pt. ,,Effect of nominal convergence criteria on real side of economy in DSGE models”
przygotowanej w Katedrze Ekonomii Matematycznej na Wydziale Informatyki i Gospodarki
Elektronicznej Uniwersytetu Ekonomicznego w Poznaniu pod kierunkiem profesora Krzysztofa
Malagi oraz pod kierunkiem profesora Jeana-Christopha Poutineau z Uniwersytetu Rennes
1 w Rennes.

> Matematyczne podstawy nurtu nowej ekonomii keynesowskiej mozna znalez¢é rowniez
w [Romer 2014].

® Przedstawienie modelu w znacznej mierze opiera sie na I1I rozdziale ksiazki [Gali 2008],
w ktorej autor okresla prezentowany przez siebie model jako podstawowy model nowej szkoly
keynesowskiej. Charakterystyczne zatozenia modelu sa bowiem zaczerpniete z nowej szkoty
keynesowskiej. Dotyczy to m.in. zréznicowania dobr, konkurencji monopolistycznej, inercji
cenowej, a takze wptywu polityki monetarnej na realng sfere gospodarki.
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ktéry za Galim [2008] nazywac bedziemy podstawowym modelem nowej
szkoty keynesowskiej (basic New Keynesian model, BNK).

Przed przejsciem do zasadniczej czgsci artykulu, ktorej celem jest przed-
stawienie jednej z metod rozwigzywania ukladu réwnan modelu DSGE, za-
prezentujemy krotko podstawy konstrukeji teoretycznej w formie réwnan
wynikajacych z warunkéw pierwszego rzedu oraz warunkéw réwnowagi ogol-
nej. Nastepnie oméwimy wybrang metodg, to jest metod¢ Blancharda-Kahna
[Blanchard i Kahn 1980]. Stanowi ona przykltad jednej z pierwszych technik
numerycznych stosowanych do rozwigzywania ekonomicznych liniowych
modeli racjonalnych oczekiwan’. Poniewaz model jest nieliniowy, dokonu-
jemy log-liniowej aproksymacji warunkow pierwszego rz¢du wynikajacych
z wyjsciowych probleméw optymalizacji [Sims 2002]. Dla przeprowadzenia
linearyzacji potrzebne jest wyznaczenie stanu ustalonego (steady state), wokot
ktérego rozwijamy warunki konieczne. Dlatego najpierw nalezy wyznaczy¢
wartosci wszystkich zmiennych modelu w stanie ustalonym. Na koniec za-
prezentujemy podstawy oraz ide¢ metody Blancharda-Kahna dla potrzeb
rozwigzania ukladu réwnan prostego modelu DSGE. Metoda opiera si¢ na
rachunku macierzowym i okresla wlasno$ci macierzy uktadu gwarantujgce
istnienie oraz stabilno$¢ rozwigzania. Problem warto$ci wlasnych macierzy
przeklada si¢ na problem doboru odpowiednich wartosci strukturalnych
parametréw modelu oraz ich kombinacji.

1. Podstawowy model nowej szkoly keynesowskiej

W podstawowym modelu nowej szkoty keynesowskiej zaktadamy zréznicowa-
nie produktéw (goods differetiation), konkurencje monopolistyczng (monopo-
listic competition) oraz inercje cen produktow (price rigidity) wedtug schematu
[Calvo 1983], ktéra polega na tym, ze w kazdym okresie tylko pewna czes¢
producentéw ma mozliwos$¢ zmiany cen swoich produktéw i ustalenia ceny
optymalnej. Pozostata czes¢ musi przyja¢ cene z poprzedniego okresu. W mo-
delu wystepuja cztery rodzaje podmiotéw gospodarczych. Reprezentatywne
gospodarstwo domowe konsumuje dobro finalne oraz pracuje w firmach
produkujacych dobra posrednie. Zakladamy, ze takich firm jest nieskon-
czenie wiele, a kazda z nich jest monopolistg na rynku okreslonego towaru,
posiadajac tym samym sile rynkowa do ustalania ceny produkowanego przez

7 O metodach rozwiazywania racjonalnych oczekiwan wspomniano réwniez w pracy
[Kuchta i Pitat 2010].
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siebie dobra. Reprezentatywna firma produkujgca dobro finalne tworzy je,
majac do dyspozycji wiele odmiennych typédw towaréw dostarczanych przez
firmy posrednie. Nastepnie na rynku dzialajacym w warunkach konkurencji
doskonalej sprzedaje to dobro gospodarstwom domowym w postaci koszyka
konsumpcyjnego. Czwartym rodzajem podmiotu gospodarczego sg wladze
monetarne, ktére ustalajg poziom nominalnej stopy procentowe;j.

1.1. Konsumenci

Reguly, zgodnie z ktérymi reprezentatywne gospodarstwo domowe podej-
muje swoje decyzje odnosnie do biezacych i przyszltych pozioméw pracy,
konsumpcji oraz oszczednosci, wynikajg z rozwigzania zadania maksymali-
zacji zdyskontowanej uzytecznosci oczekiwanej przez wszystkie okresy Zycia,
a czerpanej z konsumpcji oraz czasu wolnego, przy ograniczeniu budzetowym
wystepujacym w kazdym okresie®. Maja one dla ustalonego okresu nastepu-
jaca postac:

W,
t
-y
P
i:/}Et Lﬁj —t | (2)
R, G P

gdzie:
W, - placa nominalna,
R, - nominalna stopa procentowa,
C, - poziom konsumpcji dobra finalnego,
P, - indeks cen towaréw,
L, - liczba godzin pracy wykonywanej przez reprezentatywne gospo-
darstwo domowe’,
B € (0, 1) - czynnik dyskonta,
¢ - elastycznos¢ krancowej nieuzytecznosci wzgledem pracy;,
y >0 — wspolczynnik wzglednej awersji do ryzyka.

8 W artykule nie przestawiamy szczegdtowo zadan optymalizacyjnych podmiotéw gospo-
darczych poszczegolnych rodzajow. Zainteresowanego czytelnika odsylamy do pracy [Gali
2008]. Koncentrujemy sie na wynikach tych zadan, ktére wykorzystamy do interpretacji wilas-
noséci modelu oraz rozwigzania uktadu jego réwnan.

® W dalszej czgéci artykulu zmienng L, bedziemy utozsamiaé z liczbg 0sob zatrudnionych
w firmach pos$rednich pochodzgcych z reprezentatywnego gospodarstwa domowego i okre$laé
jako sile roboczg lub krétko jako prace.
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Reguly (1) i (2) okreslaja, ile czasu gospodarstwo domowe przeznaczy na
prace oraz ile chce przeznaczy¢ na konsumpcje, a ile zaoszczedzi¢ w formie
zakupu obligacji ze stopa zwrotu R,. Decyzje konsumentow zaleza od prze-
widywanych przez nich przyszlych pozioméw plac nominalnych, cen oraz
stop procentowych.

Na konsumpcje dobra finalnego skladaja si¢ wszystkie dobra posrednie,
ktérych jest nieskonczenie wiele. Zaktadamy, ze poziom konsumpcji dobra
finalnego jest okreslony przez nastepujacy indeks, nazywany agregatem Dixita-
-Stiglitza [Dixit i Stiglitz 1977]:

L e Yoo
¢ =| [c o di| | (3)
0

gdzie:
C,(i) - iloé¢ i-tego dobra posredniego,
0> 1 - oznacza elastycznos$¢ substytucji pomiedzy dobrami.

Réwnanie (3) okresla strukture popytu, to znaczy jaka ilos¢ kazdego z débr
posrednich powinien zakupi¢ producent dobra finalnego, ktéry oferuje kon-
sumentom swoj towar w postaci koszyka konsumpcyjnego.

Rozwigzaniem zadania problemu maksymalizacji zysku, osigganego przez
producenta dobra finalnego dzialajacego w warunkach konkurencji dosko-
nalej, jest funkcja popytu na i-te dobro posrednie:

PG|’
ct(i){ ;(1)} C, (4)

t

oraz indeks cen postaci:

1
1 1-0
P, —[ | B(if"di] , (5)
0

gdzie P,(i) - nominalna cena i-tego dobra posredniego.

1.2. Firmy

Zakladamy, ze na rynku débr posrednich dziala nieskonczenie wiele firm,
z ktérych kazda produkuje odmienny rodzaj dobra posredniego. Produkcja
i-tej firmy posredniej jest opisana funkcjg produkeji:
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Y, (i) = AL (i) (6)

gdzie:
a e (0,1),
(1 - @) - elastycznos¢ produkcji wzgledem pracy.

Zmienna egzogeniczna A, oznacza postep technologiczny. Zaktadamy, ze
jest on opisany przez nastepujacy stochastyczny proces autoregresji pierw-
szego rzedu

at = P(l at—l +8ta, Sta ~ lld N(0)0§)> (7)
gdziea,=1n A,

Rozwigzaniem zadania maksymalizacji zysku producenta i-tego dobra
posredniego jest regula decyzyjna postaci:

We _ o N
P (i)_(l @) AL (i) (8)

zgodnie z ktdrg firma zatrudnia sile robocza, dopoki ptaca realna nie prze-
wyzsza krancowej wydajnosci pracy.

Jednym z kluczowych zalozen modeli DSGE jest zalozenie o konkuren-
cji monopolistycznej, ktére pozwala wprowadzi¢ do modelu zréznicowanie
dobr (goods differentiation) oraz inercje cen (price rigidity). Wszystkie firmy
produkujace dobra posrednie mogg ustala¢ ceny swoich produktéw. Jednak
w danym okresie tylko czes¢ (1 - 6) - 100% z tych firm moze zmieni¢ ceny, po-
niewaz dla pozostalej grupy firm 6 - 100% pociaga to za sobg zbyt duze koszty
(0 € [0; 1]). Taki rodzaj inercji cen jest zgodny ze schematem Calvo [Calvo 1983].

19w literaturze DSGE przyjmuje si¢ zazwyczaj, Ze zmienne egzogeniczne opisane sa przez pro-
cesy autoregresji. Dla potrzeb symulacji stosuje si¢ najczesciej autoregresje pierwszego rzedu. Przy
estymacji modeli DSGE s3 uzywane procesy réznego typu: autoregresji z wiekszg liczbg opdznien,
procesy MA (moving average), a takze procesy ARMA w przypadku, gdy niektére zmienne egzo-
geniczne s3 skorelowane, na przykltad zmienne oznaczajace postep technologiczny dla gospodarki
krajowej oraz dla gospodarki zagranicznej. Innowacje majg zawsze warto$¢ oczekiwang réwna
0 i niezerowg wariancje. Standardowo przyjmuje si¢ rdwniez normalno$¢ rozktadu innowacji.
Opisywanie zmiennych egzogenicznych za pomocg proceséw stochastycznych jest podstawowa
cecha modeli stochastycznych, w ktérych podmioty gospodarcze podejmujg swoje decyzje bez
znajomosci wartoéci i dynamiki przysztych zaburzen, znajgc jedynie rozktad tych zaktocen.
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Regula ustalania cen przez firmy posrednie wynika z rozwigzania ich za-
dan maksymalizacji strumienia oczekiwanych przysztych zyskéw tych firm,
z uwzglednieniem mozliwosci, ze cz¢$¢ z nich w niektorych okresach w przy-
sztosci nie bedzie moglo zmienic¢ swoich cen. Regula ma postac:

- k 1- -1
* E, Z(ﬁe) { Yt+13}Pt(j—k MCt+k‘th—1, t+k}
t u k=0 — . (9)
t—1 k 1- -
E Y (B0 | 1|
k=0

gdzie:
P, - cena optymalna,
MC,,y, — realny koszt marginalny w okresie ¢ + k dla firmy, ktéra ostatnio
zmieniala swojg cene w okresie t,
I, ; ,.x — stopainflacji w ciggu k kolejnych okreséw, poczawszy od ostatniej
zmiany ceny w okresie f — 1.

Wspétczynnik p = o/(0 — 1) mozna interpretowac jako optymalny narzut
na koszt marginalny w warunkach braku ograniczen na czgsto$¢ zmian cen.

1.3. Polityka monetarna

W modelu BNK (basic New Keynesian model) zakladamy, ze wladze mone-
tarne ustalajg poziom nominalnej stopy procentowej na podstawie reguly
uwzgledniajacej inflacje oraz luke produkcyjna:

1 -
R, 711?” Y e", (10)

gdzie:
v, =pV, te, g ~iid. N(O,ag). (11)

Tego typu regule ustalania stopy procentowej nazywa sie regulg Taylora
[Taylor 1993]. Parametry ¢, i ¢, oznaczajg miary wptywu stopy inflacji oraz
luki produkcyjnej na stope procentows. Ich wartos$ci sg przyjmowane przez
wladze monetarne.

Luka produkcyjna jest okreslona przez stosunek poziomu produkcji do
jego poziomu Y/, ktéry wystepowalby przy cenach plynnych, nazywanego
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réwniez naturalnym poziomem produkcji, a ktéry stanowi odniesienie dla
polityki monetarnej:

=L (12)

1.4. Agregacja i rownowaga ogdlna

Warunki réwnowagi ogélnej uzyskujemy poprzez jednoczesne uwzgled-
nienie regul zachowan wszystkich podmiotéw gospodarczych w formie
warunkow réwnowagi czastkowej, a takze regul opisujacych funkcjonowa-
nie rynku. Cz¢sé¢ z nich przybiera forme¢ makroekonomicznych warunkéw
bilansowych, a w prezentowanym przez nas prostym modelu gospodarki
zamknietej sprowadzajg si¢ one do warunkéw réwnowagi podazy i popytu
na produkty oraz popytu i podazy sity roboczej. W warunkach réwnowagi
ogdlnej postugujemy si¢ zmiennymi zagregowanymi w skali calej gospo-
darki.

Dynamika zagregowanej ceny jest uzalezniona od elastycznosci substytucji
pomie¢dzy dobrami, ceny optymalnej ustalonej w biezagcym okresie oraz od
indeksu cen z przeszlego okresu. Réwnanie (5) przedstawia sytuacje, gdy ceny
s3 plynne (flexible prices). Uwzgledniajac inercje cen, dla zagregowanej ceny
inflacja jest ksztaltowana nastepujaco:

« \1-0
nk“=9+a—m££lJ | (13)

t—1

Réwnowaga popytu i podazy na rynku produktéw jest opisana réwnaniem:
Yt(i):Ct(i)> Viel0,1], (14)

a na poziomie zagregowanym, po uwzglednieniu agregacji konsumpcji oraz
produktu zgodnej z réwnaniem (3), sprowadza si¢ do:

Y, =C,. (15)
Natomiast rownowaga podazy i popytu na site roboczg dana jest w postaci:

1
L, = [L,G)di, (16)
0
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co oznacza, ze podaz sily roboczej w calej gospodarce réwnowazy popyt na
prace pochodzgacy ze wszystkich firm produkujgcych dobra posrednie.

Korzystajac z postaci funkcji produkeji (6) oraz warunkéw (4) i (14), re-
lacj¢ miedzy zmienng wyrazajaca postep technologiczny oraz poziomami
zagregowanej produkcji i zagregowanej sity roboczej mozemy w przyblizeniu
przedstawi¢ jako:

Y, = Atth_a- (17)

Realny koszt krancowy produkcji jest zdefiniowany jako stosunek placy
realnej oraz krancowej wydajnosci pracy danej rownaniem (8). Po uwzgled-
nieniu zaleznosci, w ktérych wystepuja zmienne zagregowane, sredni realny
koszt krancowy ksztaltuje si¢ nastepujaco:

mc, =t L g (18)
P 1-«a

a jesli skorzystamy z reguly decyzyjnej konsumentéw (1) oraz postaci zagre-
gowanego produktu (17), koszt krancowy mozemy wyrazi¢ réwniez jako:

P+a 1+¢
MC, =y a4, 1w
T gt £ (19)

Réwnanie (19), zastosowane do sytuacji, gdy ceny sa plynne, pozwala
okredli¢ relacje pomiedzy naturalnym poziomem produktu a pozostalymi
zmiennymi modelu:

+ P+ _1+(p

MC=—(v") 1= 4,1, (20)

gdzie MC = 1/p.

Powyzsza definicja rownowagi ogélnej w gospodarce pozwala na sformu-
fowanie ukladu réwnan prezentujacego caly model w postaci strukturalne;.
Do warunkéw réwnowagi ogoélnej wynikajacych z zadan optymalizacyjnych
podmiotdéw, agregacji oraz warunkéw funkcjonowania rynkéw dotaczamy
regule stopy procentowej oraz definicje stopy inflacji. Model w postaci struk-
turalnej przedstawiamy w tabeli 1.
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Tabela 1. Podsumowanie modelu BNK

o0
k 1-y po-1
P E, Z(ﬂe) { Yk P MCt+k\th—1\t+k}
Reguta ustalania cen Pt =U k=0 - (21)
t-1 k 1-y po-1
Et Z(ﬂe) { Yt+lz)Pt+k }
k=0
« \1l—-0

Dynamika Mo -0+ 1-6) b (22)
zagregowanej ceny t -
Regula decyzyjna 1 Y, - P
gospodarstw —=pL; p— (23)
domowych R, Y, P
Realny k 1 y+<p+(x 1+¢

ealny koszt _ o A Lo
krancowy MC, = l—a Y, v4, " 24
Reguta stopy R = lH;P” Yt"’}’ et (25)
procentowej B

5 _ Y
Luka produkcyjna t = on (26)
Y,

N i 1 y+<p+oc I+¢

aturalny poziom _ Y 1 A l-a
produktu MC = —a (Yt ) A (27)

Pt
Stopa inflacji I, =—— (28)
-1

Zrodlo: Obliczenia whasne.

2. Rozwiazanie ukladu rownan modelu BNK

Rozwigzanie ukladu réwnan prezentowanego modelu polega na sprowadze-
niu go do takiej postaci, w ktorej kazda zmienna endogeniczna w okresie ¢
jest wyrazona jako funkcja zmiennych egzogenicznych oraz opdznionych
wartosci zmiennych endogenicznych''. W takim przedstawieniu uktadu

"W dalszej czesci artykutu bedziemy uzywaé réwniez okreélenia ,,rozwiazanie modelu”
jako swego rodzaju skrét myslowy, rozumiejac przez nie rozwigzanie uktadu réwnan modelu.
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réwnan modelu, nazywanym postacig zredukowang, zwigzki miedzy zmien-
nymi majg mniej ztozony charakter niz w postaci strukturalnej. Rozwigzanie
modelu jest otrzymywane za pomocg metod numerycznych, a postaci zre-
dukowanej zazwyczaj jawnie si¢ nie specyfikuje. Procedury obliczeniowe sg
przeprowadzane w wybranych programach komputerowych'?. Warto jednak
na przykladzie prostego modelu pozna¢ ide¢ oraz sposoby rozwigzywania
modeli DSGE. Cenne jest rowniez zrozumienie, do czego s wykorzysty-
wane kolejne postaci modelu oraz jakie wlasno$ci modelu mozna na ich
podstawie okreslic.

Prezentowany przez nas prosty model nowej szkoly keynesowskiej postuzy
nam do objasnienia wybranej metody rozwigzywania modeli DSGE, to jest
metody Blancharda-Kahna. Naszym celem jest nie tyle wyczerpujace opisanie
metody, wraz ze wszystkimi jej niuansami, zaletami oraz wadami, ile raczej
zaprezentowanie, jak jest ona bezposrednio implementowana w przypadku
prostego modelu BNK, a przez to przyblizenie idei rozwigzywania modeli
DSGE.

Procedury rozwigzywania modeli DSGE mozna podzieli¢ na dwie sze-
rokie klasy'. Jedng stanowia metody perturbacyjne, do ktorych nalezy
metoda Blancharda-Kahna. Druga klasa metod to techniki projekcyjne,
ktore majg krotsza tradycje'®. Metody perturbacyjne maja te zalete, Ze s3
stosunkowo mato wymagajace pod wzgledem ilo$ci oraz stopnia zlozonosci
obliczen. Nadaja si¢ wiec dla skomplikowanych modeli, z duzg liczbg row-
nan oraz zmiennych antycypacyjnych. Wykorzystuja lokalne przyblizenie
réwnan modelu na podstawie rozwiniecia w szereg Taylora wokoét punktu
stanu ustalonego (steady state). Zatem ich stosowanie jest uzasadnione tylko
woéwczas, gdy wartosci zmiennych modelu znajduja si¢ w poblizu swoich
wartoéci w stanie ustalonym. Dlatego nie mozna rozwazac zbyt duzych
odchylen zmiennych od stanu ustalonego, czyli wprowadza¢ do modelu
zbyt silnych zaburzen.

W dalszej czesci artykulu pokazemy, jak zastosowaé wybrang metode
rozwigzywania modeli DSGE do konkretnego przykladu modelu, to jest pod-
stawowego modelu nowej szkoty keynesowskiej. Przedstawimy kolejne kroki
obliczen niezb¢dne do skorzystania z tej procedury.

2 Do najczesciej stosowanych programéw komputerowych do rozwigzywania modeli DSGE
nalezg MATLAB oraz DYNARE, wykorzystujacy kod zrédlowy MATLABA.

" Szerzej o roinych metodach rozwiazywania dynamicznych modeli réwnowagi w [Aruoba,
Fernandez-Villaverde i Rubio-Ramirez 2006].

' Szerokie oméwienie metod projekcyjnych wraz z ich implementacja znalezé mozna m.
in. w pracy [Lim i McNelis 2008].
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2.1. Stan ustalony

Poniewaz metoda Blancharda-Kahna opiera si¢ na liniowo-logarytmicznej
aproksymacji réwnan modelu, potrzebne jest przeksztalcenie ukltadu réwnan
modelu do postaci liniowej za pomocg log-linearyzacji. W wyniku tego przy-
blizenia wszystkie zmienne modelu zostaja wyrazone w postaci procentowych
odchylen od swoich wartosci w stanie ustalonym (steady state)". Dlatego
tez pierwszy etap implementacji procedury obliczeniowej, jaka jest metoda
Blancharda-Kahna, sprowadza si¢ do wyznaczenia stanu ustalonego.
Wyznaczenie stanu ustalonego dla zmiennych modelu polega na okresle-
niu rozwigzania statycznego réwnowaznego z deterministyczng réwnowaga
dlugookresowa. Zanikaja wszelkie Zrédla nieréwnowagi w sali mikro oraz
makro. Wszystkie podmioty gospodarcze osiagaja swoje optimum. Zanikaja
tez podstawy do arbitrazu. Ceny sa ptynne (flexible prices). Wszystkie szoki
z przesztosci zostaly zaabsorbowane, a stacjonarne zaburzenia stochastyczne
nie maja wplywu na wartosci zmiennych egzogenicznych. Podsumowujac,
zmienne modelu nie maja tendencji do zmiany swoich wartosci.
Wyznaczenie wartodci zmiennych w stanie ustalonym réwniez mozna
przeprowadzi¢ za pomocg metod numerycznych, zwlaszcza w przypadku
bardziej ztozonych modeli lub modeli duzej skali. Rozpatrywany przez nas

Tabela 2. Stan ustalony modelu BNK

Poziom inflacji II1=1 (29)
1 o-1

Sredni koszt kraticowy MC=—=—— (30)
U o

1-a
7 duk 11—« |y(d-a)+e+a
agregowany produkt Y = (31)
U

Naturalny poziom produktu Y'"=Y (32)

Luka produkcyjna Y =1 (33)
1

Nominalna stopa procentowa R= E (34)

Zrodlo: Obliczenia whasne.

15 Definicje stanu ustalonego, nazywanego rowniez rOwnowaga typu steady state, podajemy
za [Grabek, Ktos i Utzig-Lenarczyk 2007].
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model jest stosunkowo prosty, wiec stan ustalony mozna wyznaczy¢ ana-
litycznie. Zakladamy jedynie, Ze poziom stopy inflacji w stanie ustalonym
wynosi 1, co oznacza Ze ceny sg stale. Wowczas mozemy obliczy¢ takze
warto$ci wszystkich pozostalych zmiennych endogenicznych. Przedstawiamy
je w tabeli 2.

Bez straty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze indeks cen P = 1. Wowczas war-
tosci wszystkich zmiennych w stanie ustalonym zdeterminowane sg przez
warto$ci parametréw a, f3, y, ¢ oraz o.

2.2. Log-linearyzacja

Jak wspominalismy, log-linearyzacja jest niezbednym etapem obliczen, ktéry
jest wykorzystywany mi¢dzy innymi w metodzie Blancharda-Kahna. W kaz-
dej metodzie perturbacyjnej, przed rozwigzaniem ukladu réwnan modelu,
dowolne réwnanie rozwija si¢ w szereg Taylora wokdt punktu stanu usta-
lonego. W metodach perturbacyjnych pierwszego rzedu stosuje sie linea-
ryzacje lub log-linearyzacje'®. Zatem uklad réwnan modelu DSGE, ktéry
w swojej wyjsciowej postaci strukturalnej jest zazwyczaj nieliniowy, zostaje
przeksztalcony w uktad liniowy. Taki uktad fatwiej poddawany jest kolejnym
przeksztalceniom.

Dodatkows zaletg log-linearyzacji s3 mozliwosci interpretacji réwnan
uzyskanych po zastosowaniu tej metody. Zamiast zmiennych postugujemy sie
procentowymi odchyleniami zmiennych od ich wartosci w stanie ustalonym.
W takiej log-liniowej postaci modelu latwiej jest interpretowac¢ wzajemne
powigzanie zmiennych, uzaleznienie ich wartoséci od warto$ci parametrow
oraz wplyw parametréw na dynamike zmiennych.

Podstawg log-linearyzacji jest wyrazanie wszystkich réwnan modelu z wy-
korzystaniem log-liniowych odpowiednikéw zmiennych:

x,=lnX, -InX, (35)

gdzie:
X, - poziom zmiennej,
X - jej warto$¢ w stanie ustalonym,
x, — odchylenie zmiennej od wartosci w stanie ustalonym.

' Metoda log-linearyzacji zostata szeroko oméwiona m.in. w pracy [Uhlig 1999]. Warto
tez poleci¢ zwiezle, a zarazem wyczerpujace omowienie tej metody, z licznymi przyktadami,
przedstawione w artykule [Zietz 2008].
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Wyrazenie (35) mozna réwniez przedstawi¢ w postaci:

X, -X
x, =In| 1+ T

Uzywajac tej postaci oraz aproksymacji pierwszego rzedu z rozwiniecia
Taylora w otoczeniu punktu stanu ustalonego X, = X, odchylenie wyrazone
za pomocg definicji (35) mozna tez przedstawic jako:

X, -X
X, & tX , (36)

co pokazuje, ze jest ono bliskie odchyleniu procentowemu.

Uktad réwnan (21)-(28) po log-linearyzacji mozna przedstawi¢ w postaci
podanej w tabeli 3. Uwzglednia ona wszystkie reguly decyzyjne wszystkich
podmiotéw gospodarczych wystepujgcych w modelu, reguly funkcjonowania

rynku oraz regute stopy procentowej ustalanej przez wtadze monetarne'’.

Tabela 3. Podsumowanie modelu BNK w postaci log-liniowej

Nowa keynesowska krzywa .
Phillipsa® my = BEAm a}+Ky, (37)
~ l . -
Dynamiczne réwnanie IS Vi =——; —E{m 1} - T’tn )+ E AV} (38)
Y
Reguta stopy procentowej i =p+e,m+¢ y )N/t +v; (39)

* Objasnienie pojecia nowej keynesowskiej krzywej Phillipsa (new Keynesian Phillips curve, NKPC)
mozna odnalez¢é m. in. w [Gali 2008]. Natomiast szczegotowe wyprowadzenie jej postaci z zasad log-
-linearyzacji mozna znalez¢ w [Sobczak 2013].

Zrédto: Obliczenia wlasne.

W postaci log-liniowej modelu BNK mamy trzy zmienne endogeniczne,
sposrdd ktorych dwie, 7, oraz y,, to zmienne antycypacyjne. Dwie zmien-
ne, r,' oraz v, to zmienne egzogeniczne. Do modelu wprowadziliémy nowa
zmienng r,, oznaczajacy naturalny poziom stopy procentowej, to znaczy
taki jej poziom, ktory ustalityby wladze monetarne, gdyby ceny byly ptynne.
Ksztaltuje si¢ on nastepujaco:

' Liczba réwnan modelu redukuje sie z o$miu do trzech, poniewaz na etapie log-lineary-

zacji omawianego przez nas prostego modelu nowej szkoty keynesowskiej dokonujemy m. in.
przeksztalcen, ktore pozwalajg cze$¢ rownan uwzgledni¢ w pozostalych réwnaniach modelu.
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n=p+yE Ay -yt (40)

Wykorzystujac réwnanie $redniego realnego kosztu kranncowego oraz row-
nanie okreslajace jego warto$¢ przy cenach ptynnych, warunek (40) mozemy
zapisa¢ w postaci:

i =p=y¥y(1-p,)a, (41)
gdzie ¥, =(1+9)/ (y(1-a)+ ¢ +a).

Dynamiczne réwnanie IS (38) (dynamic investment/saving, DIS) opisuje
relacje pomiedzy wielko$cig zagregowanego produktu a okreslong ex ante
realng stopg procentowy 1, =i, — E {m,;}

Nowa keynesowska krzywa Phillipsa (37) (New Keynesian Phillips Curve,
NKPC) mozna réwniez przedstawi¢ w postaci:

m, = BEAm, .} +Amc,, (42)

gdzie A=(1-0)(1-0)®/6 oraz ®=(1-a)/(1-a+aoc). Parametr A jest
miarg wrazliwosci stopy inflacji na zmiany w poziomie realnego kosztu kran-
cowego. W réwnaniu (37) wprowadzamy parametr K = A (y +(p+a)/(1- (x)).

Zgodnie z krzywg Phillipsa wzrost aktywnosci gospodarczej, skutkujacy
wyzszym poziomem produkecji, pociaga za sobg zwigkszenie liczby godzin pra-
cy, a przez to podwyzszenie plac oraz wyzsze koszty kranicowe dla producentéw
débr posrednich. Reakcjg firm, ktére moga zmienic¢ ceny swoich produktow,
jest podwyzszenie tych cen. Zatem poziom zagregowanej ceny w gospodarce
wzrasta, przez co wzrasta rowniez stopa inflacji. Tym samym odchylenia kosztu
krancowego od jego poziomu $redniego s3 miarg napiec¢ na rynku pracy.

Regula stopy procentowej po log-linearyzacji przyjmuje postac (39), gdzie
i,~In(1 +i,) = In R, oznacza nominalng stope procentows, a parametr p = -Inp.

Log-linearyzacja to jeden z etapéw przeksztalcen przeprowadzany w me-
todzie Blancharda-Kahna, niezbedny z punktu widzenia dalszych obliczen.
Jednak jawna specyfikacja przeksztalconego liniowego ukladu réwnan mode-
lu, takiego jak ten, ktdry zostal zaprezentowany w tabeli 3, nie jest wymagana.
Warto jednak zauwazy¢, ze réwnania modelu BNK w postaci log-liniowe;j
pozwalajg na latwiejszg interpretacje zalezno$ci pomiedzy zmiennymi oraz
okreslenie wplywu wartosci parametréw na dynamike zmiennych. Po drugie,
postac ta jest nam potrzebna do objasnienia istoty wybranej metody rozwia-
zywania modeli DSGE, ktorg przedstawimy w kolejnym punkcie.
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2.3. Metoda Blancharda-Kahna

Model zaprezentowany w tabeli 3 ma tyle samo réwnan co zmiennych de-
cyzyjnych. To znaczy, ze dany jest w postaci zamknigtej. Jest to warunek
konieczny istnienia rozwigzania uktadu réwnan modelu. Rozwigzanie mo-
delu DSGE polega na sprowadzeniu go do postaci zredukowanej, w ktdrej
kazda zmienna endogeniczna jest funkcja zmiennych egzogenicznych oraz
op6znionych wartosci zmiennych endogenicznych. Jednak zamknieta posta¢
modelu nie gwarantuje, ze uklad réwnan modelu posiada rozwigzanie, ani
ze jest ono stabilne'.

Aby sprowadzi¢ model do postaci zredukowanej, postuzymy si¢ jedna
z dostepnych metod rozwigzywania modeli DSGE, to jest metodg Blancharda-
-Kahna [Blanchard i Kahn 1980]"°. Jest to jedna z pierwszych technik zapro-
ponowana do rozwiazywania linowych modeli racjonalnych oczekiwan®’.
Wykorzystuje ona log-liniowe przyblizenie warunkéw optymalno$ci wynikaja-
cych z wyjsciowych problemoéw optymalizacyjnych podmiotéw gospodarczych
wystepujacych w modelu.

Metoda Blancharda-Kahna opiera si¢ na rachunku macierzowym, a jej
istota sprowadza si¢ do okreslenia wlasno$ci wartosci wlasnych pewnych
macierzy uktadu réwnan modelu DSGE przedstawionego w postaci zre-
dukowanej. Z kolei problem okreslenia warto$ci wlasnych przeklada si¢ na
problem warto$ci parametréw strukturalnych modelu lub wartosci kombi-
nacji tych parametréw. Na tej podstawie mozna stwierdzi¢, czy rozwigzanie
modelu istnieje, a jedli tak, to czy jest ono jednoznacznie okreslone oraz
lokalnie stabilne.

Majac uklad réwnan modelu BNK w postaci liniowej (37)-(39) danej w ta-
beli 3, mozemy go nastepnie przedstawi¢ w postaci rownania macierzowego:

- B3
{)’t}:BT{ tyHl}‘GT(’A’tn_Vt)’ (43)

Ty E,my

fa.on N
gdzie: 1" =1, —p

' O istnieniu i stabilno$ci rozwigzania uktadu réwnan w modelach racjonalnych oczekiwan
pisze m.in. Wallusch [2013].

' Wybor tej konkretnej metody podyktowany jest m.in. jej bezposrednia implementacja
w oprogramowaniu DYNARE, w ktérym stosuje si¢ rdwniez inne metody. Metoda Blancharda-
-Kahna jest domys$lng metodg stosowang w tym oprogramowaniu.

Y Wyczerpujace objasnienie metody znalez¢ mozna m.in. w artykule [Sims 2002], a takze
w pracy [McCandless 2008].
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oraz:

y  1-B¢, 1
BT:QLK K+ﬁ(y+%)}, GT:QM (44)

a parametr (O = 1/(y + ¢y + x¢_). Aby bezposrednio zastosowa¢ metode Blan-
charda-Kahna, model BNK w postaci réwnania (43) zapisujemy nastepujaco’':

EiYia y o
{Eiﬂ:l} =7 {ﬂi } +Z;Gp(v, —1,"), (45)
gdzie:
4 1 |x+By+e,) -1
ZT:Ble_{ Bly+9,) Box } )
yB —yK y

W przypadku osobliwosci macierzy B (kiedy nie istnieje odwrotnos¢ tej
macierzy) stosuje sie dekompozycje macierzy za pomocg uogélnionej metody
Schura. W kolejnych krokach obliczenn dokonuje si¢ przeksztalcen macierzy
Z [, ktore polegaja m.in. na jej dekompozycji na macierze zawierajace jej odpo-
wiednie wartosci wlasne lub wektory wlasne, a nastepnie na uporzgdkowaniu
elementéw macierzy oraz oddzieleniu stabilnych i niestabilnych wartosci
wlasnych. Pozwala to okresli¢ zwigzek ilosci niestabilnych warto$ci wlasnych
macierzy Z z liczba zmiennych antycypacyjnych.

Zgodnie z warunkiem Blancharda-Kahna (istnienia lokalnie stabilne-
go i jednoznacznie okreslonego rozwigzania ukladu réwnan modelu dane-
go w postaci (45)) macierz Z, musi mie¢ doktadnie tyle wartosci wlasnych
wiekszych co do modutu od 1, ile zmiennych antycypacyjnych wystepuje
w modelu. W modelu BNK mamy dwie zmienne endogeniczne, ktore nie sg
ustalone z gory. Dlatego nalezy okresli¢, przy jakich wartos$ciach parametréw
tworzacych elementy macierzy Z, ma ona dokladnie dwie wartoséci wlasne
na zewnatrz kota jednostkowego. W tym celu zapiszmy wielomian charakte-
rystyczny tej macierzy:

1 W przypadku ogélnym, aby méc zastosowaé metode Blancharda-Kahna, nalezy wyodreb-
ni¢ wektor zmiennych endogenicznych ustalonych z gory (predetermined), wektor zmiennych
endogenicznych antycypacyjnych (non-predetermined) oraz wektor zmiennych egzogenicz-
nych. W modelu BNK danym réwnaniem (45) mozemy wyrdzni¢ cztery zmienne, z ktérych
dwie to zmienne egzogeniczne, a pozostale dwie sa zmiennymi endogenicznymi, ktore nie sg
ustalone z gory.
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_K+/")(y+(Py)_A ﬁ(PT[_]‘_
s P vE | (47)
_re Y
YB yB

Ma on te same pierwiastki co nastepujacy wielomian:
wl) =[x+ B(y+¢,)—yBAIA-BL)+x(Bg, -1), (48)
a ich wyznaczenie jest rownowazne znalezieniu pierwiastkéw wielomianu:
p(V) =, +ad+ay, (49)

gdzie:

—(y+x+p(y+9,)) LYty e
» gy =7——"
P yP
Korzystajac z kryterium Schura-Cohna®, otrzymujemy warunki koniecz-

ne istnienia dwdch pierwiastkéw wielomianu (49) wigkszych co do wartosci
bezwzglednej od 1:

jao| > 1, (51)
|ay| < 1+ a,, (52)

Z nieréwnosci (51) wynika, ze:
¢y TKPn >~(1=P)y, (53)

co jest zawsze spelnione, gdyz 8 € (0;1).
Natomiast z nieréwnosci (52) dostajemy warunek:

k(p, -1+ —/3)(py > 0. (54)

*? Sformutowanie twierdzenia Schura-Cohna znajduje si¢ m.in. w pracy [LaSalle 1986].
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Problem istnienia lokalnie stabilnego i jednoznacznie okreslonego rozwig-
zania modelu BNK sprowadza si¢ wiec do wyznaczenia zalezno$ci pomiedzy
wartoéciami parametréw>, opisanej nierownoscia (54). Zauwazmy, ze dwa
parametry znajdujace si¢ w tej nierdwnosci to parametry, ktérych wartosci sg
kontrolowane przez wladze monetarne ustalajace postac reguty stopy procen-
towej (39) w prowadzonej przez siebie polityce monetarnej. Przypomnijmy,
Ze parametry ¢, i ¢, oznaczaja miary wplywu stopy inflacji oraz luki produk-
cyjnej na stopg procentows. Zatem wladze monetarne powinny odpowiednio
reagowac na odchylenia stopy inflacji oraz poziomu luki inflacyjnej od ich
wartosci referencyjnych, okreslonych jako cele polityki monetarnej, poprzez
odpowiednio silng kontrol¢ parametréw ¢, i ¢, w przyjetej przez siebie regule
stopy procentowej. W przypadku permanentnego wzrostu inflacji oznacza to
takie zwiekszenie warto$ci wspomnianych parametréw, aby doprowadzi¢ do
wzrostu realnej stopy procentowej, przeciwdzialajac w ten sposéb dalszemu
wzrostowi inflacji.

Podsumowanie

W artykule przedstawiliémy metode Blancharda-Kahna rozwiazywania uktadu
réwnan modeli DSGE na przykladzie prostego modelu nowej szkoty keyne-
sowskiej. Naszym celem bylo wyjasnienie podstaw tej metody. Przesledzili-
$my wszystkie etapy pracy z modelem DSGE, poczynajac od sformulowania
zalozen o zachowaniu podmiotéw gospodarczych, poprzez sformutowanie
warunkow réwnowagi ogdlnej, konczac na zaprezentowaniu idei zastosowane;j
metody.

W literaturze, takze polskiej, brak jest pozycji, ktore w przystepny, a zara-
zem wyczerpujacy sposob wprowadzalyby do metodologii modeli DSGE. Na
0gol trzeba positkowaé si¢ wiadomosciami pochodzacymi z wielu réznych
zrodel, co utrudnia przesledzenie catego toku rozumowania, ktéry doprowa-
dza do uzyskania rozwigzania modelu DSGE. Natomiast bezposrednia imple-
mentacja danej metody w oprogramowaniu komputerowym, bez zrozumienia
jej podstaw, nie powinna by¢ celem samym w sobie.

W przypadku bardziej ztozonych modeli problem wartosci wlasnych macierzy uktadu
réwnan modelu réwniez przeklada si¢ na problem odpowiednich wartosci parametréw. Jednak
wowczas warunek Blancharda-Kahna moze przybra¢ znacznie bardziej skomplikowang po-
sta¢, na ogot nieotrzymywang za pomocg metod analitycznych, lecz uzyskiwang numerycznie
w stosowanym oprogramowaniu i przez to niespecyfikowana jawnie.
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Warto zauwazy¢, ze zastosowanie metody Blancharda-Kahna nie tylko
pozwala uzyska¢ rozwigzanie modelu BNK, ale réwniez okresli¢ jego wtas-
nosci oraz przedstawi¢ wstepne rekomendacje dla zachowania si¢ podmiotéw
decyzyjnych, na przyklad wladz monetarnych. Uzyskany przez nas warunek
Blancharda-Kahna okresla, jak silna powinna by¢ reakcja polityki monetarnej
na odchylenia stopy inflacji oraz poziomu luki produkcyjnej od pewnych
zalozonych wartosci referencyjnych.

Rozwigzanie ukladu réwnan modelu pozwala na dalsze jego wykorzysta-
nie. Dla celéw analizy teoretycznej mozna bada¢ funkcje reakeji zmiennych
modelu na impuls w postaci zaburzenia egzogenicznego. Z kolei analiza empi-
ryczna pozwala na dopasowanie modelu dla danych rzeczywistej gospodarki
oraz formulowanie na tej podstawie prognoz i rekomendacji dla polityki
gospodarczej. Warto zaproponowac obszerne omowienie wszystkich etapow
pracy z modelami DSGE, aby wyczerpujaco wyjasni¢ podstawy stosowanych
metod, ich ograniczenia oraz mozliwoséci. W tym artykule przedstawilismy,
jak przygotowa¢ model DSGE dla celéw analizy teoretycznej, korzystajac
z metody Blancharda-Kahna rozwigzywania liniowych modeli racjonalnych
oczekiwan®*, Opracowania wyjasniajace kolejne etapy pracy, z przyktadami
prostych modeli DSGE, opisem metod i zastosowaniami, pozwolg na lepsze
wykorzystanie tych modeli oraz dalszy rozwoj ich metodologii.
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