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Streszczenie: GIéwnym celem artykutu jest sprawdzenie istnienia ekonomicznie
uzasadnionej nieaddytywnej funkcji warto$ci biezacej. Badanie to przeprowadzono
przy zalozeniu zachodzenia prawa malejacej marginalnej uzytecznosci bogactwa.
Rozwazano dwa przypadki stalego wspdtczynnika awersji do ryzyka. Brano tutaj
pod uwage wspdlczynnik absolutny i wspétczynnik wzgledny. W wyniku tych ba-
dan uzyskano dwa rézne modele funkeji dyskontujacej. Wykazano formalny wptyw
behawioralnych czynnikéw na dyskonto.
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PRESENT VALUE AND GOSSEN’S FIRST LAW -
A CASE STUDY

Abstract: The main aim of this study was to verify the existence of an economically
justified non-additive present value function. The study assumed the validity of the
principle of the diminishing marginal utility of wealth. Two types of constant risk
aversion coeflicients were considered: the absolute coefficient and the relative coef-
ficient. As a result, two different models for discounting functions were obtained. The
formal influence of behavioural factors on the discount rate has been demonstrated.
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Wstep

Warto$¢ terazniejszego ekwiwalentu ptatnosci dostepnej w ustalonym mo-
mencie czasu nazywamy warto$cig biezaca (w skrocie PV) tej platnosci.
Warto$¢ PV jest jednym z podstawowych narzedzi arytmetyki finansowej
stuzacych do dynamicznej oceny wartosci pienigdza. Punktem wyjscia do
rozwoju arytmetyki finansowej byta teoria procentu opisana na przyklad
w [Chrzan 2001]. Dalszy rozwdj teoretycznych podstaw arytmetyki finanso-
wej zaowocowal sformutowaniem przez Peccatiego [1972] aksjomatycznych
podstaw arytmetyki finansowej. To aksjomatyczne podejscie pozwolilo na
usystematyzowanie i uproszczenie zbioru procedur obliczeniowych aryt-
metyki finansowej. W polskim pi$miennictwie naukowym aktualny stan
wiedzy na ten temat przedstawiony jest w pracach: [Piasecki 2005, 2007;
Piasecki i Ronka-Chmielowiec 2011]. W uniwersalnym pi$miennictwie
naukowym analogiczng wiedze¢ zebrano w [Janssen, Manca i Volpe di Prig-
nano 2009].

Postepowanie takie nie wyjasnilo jednak zjawiska wzrastania wartosci
pienigdza. Wyjasnienie takie uzyskano wykazujac, ze PV dowolnej ptatnosci
jest identyczna z uzyteczno$cig strumienia finansowego reprezentujacego te
platnos¢ [Piasecki 2012]. Stwierdzenie to w pelni wyjasnia istote pojecia PV.
Dzigki temu przy dynamicznej ocenie wartosci pieniadza dodatkowo mozna
wykorzystac pierwsze prawo Gossena informujgce o malejacej marginalnej
uzytecznosci bogactwa.

Dla ustalonej wartosci platnosci pojecie PV redukuje si¢ do pojecia uzy-
tecznosci zdyskontowanej rozwazanego przez wielu badaczy. Wielowgtkowe
wyniki badan poswieconych uzytecznos$ci czasowej zostaly kompetentnie
oméwione w [Doyle 2013]% Wskazano tam miedzy innymi na fakt, ze wszyst-
kie omawiane modele dyskontowania mozna przedstawi¢ jako iloczyn war-
tosci dyskontowanej ptatnosci i czynnika dyskontujacego zaleznego jedynie
od terminu odroczenia ptatno$ci. Oznacza to, ze w modelach tych pominieto
problem zaleznos$ci PV od interakcji wartosci i terminu odroczenia platno-
$ci. Okreslenie PV, jako liniowej funkcji warto$ci platnosci, wykluczylo tez
mozIliwo$¢ ujawnienia sie efektu oddzialywania pierwszego prawa Gossena.
Dodatkowo w tej sytuacji dowolng PV mozna bylo traktowac jako addytywna
funkcje wartosci ptatnosci, co odpowiadalo jednemu z warunkéw definicji

W [Bleichrodt i in. 2013] skrytykowano niektore ze sformutowanych w [Doyle 2013] ocen
metod dyskonta. Nie podwazono tam jednak poprawnoéci Zadnego z opisanych czynnikéw
dyskontujgcych. Tym samym wspomniana krytyka nie ma zadnego wptywu na poprawnos$é
naszego dalszego rozumowania.
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Peccatiego [1972]. W ogélnym przypadku kazde z tych zastrzezen jest jednak
sprzeczne z praktyka finanséw.
Gléwnym celem tej pracy jest wykazanie, ze istniejg funkcje PV takie, ze
sg spelnione warunki:
- przebieg zmienno$ci PV jest w pelni uzasadniony przestankami ekono-
micznymi,
— PV nie jest addytywna funkcja wartosci platnosci,
- PV spelnia warunek okreslony przez pierwsze prawo Gossena.

1. Wartosc¢ biezaca - ujecie aksjomatyczne

Kazdy dostepng w okreslonym momencie czasu platno$¢ mozemy opisac jako
strumien finansowy.

Niech bedzie dany zbiér momentéw czasowych, {0} c®c Rar . W szcze-
golnym przypadku moze to by¢ zbiér momentéw kapitalizacji lub nie-
ujemna podlprosta czasu. Kazdy strumien finansowy jest opisany przez pare
(t, C) e ®=0OxR, gdzie t € ® oznacza moment przeplywu strumienia, nato-
miast C € R opisuje warto$¢ nominalng tego przeptywu. Zbiér ® nazywamy
zbiorem platnosci. Dodatkowo za pomocg symbolu @ = @ x R™ oznaczamy
zbiér wszystkich naleznosci. Peccati [1972] zdefiniowal PV jako dowolna
funkcje spetniajacg warunki:

Veer @ PV(0,C)=C, (1)
(t1, O), (ty, C)ed* t, >1t, = PV(t, C)<PV(t,, O), (2)
Vi, o, cpen t PV G +G) =PV(t, C0+PV(t, C,). 3)

Kazda PV spelniajacg warunki (1), (2) i (3) mozna przedstawi¢ przy po-
mocy tozsamosci

PV(t, C)=C-v(t), (4)

gdzie czynnik dyskontujacy v:® — [0; 1} jest malejaca funkcjg spetniajaca
dodatkowo warunek

v(0)=1. (5)
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Z drugiej strony kazda funkcja PV postaci (4) spelnia warunki (1), (2)
i(3). Wszystko to oznacza, ze dowolna PV wyznaczona z zastosowaniem uzy-
tecznosci zdyskontowanej [Doyle 2013] spetnia warunki definicji Peccatiego.

W [Piasecki 2012] wykazano, ze przy okreslonych warunkach brzegowych
uzyteczno$¢ strumienia finansowego jest rowna jego PV. Pozwolilo to na
zdefiniowanie PV jako dowolnej funkgji spelniajaca warunki (1), (2) i

‘v’(t, ) (t, Cy)e® :C, >C, = PV(t,C))>PV(t, C,)), (6)
V. c)e s PV(t,-C) =PV (t, C). 7)

Powyzsza definicja PV jest uogélnieniem definicji Peccatiego. Zauwazmy;,
ze dzigki (7) mamy

Y, : PV (%, 0)=0. (8)

Wszystkie nasze dalsze rozwazania poswiecimy PV zdefiniowanej jako
funkcji spetniajgcej warunki (1), (2), (6) i (7). Kluczowym problemem jest tutaj
odpowiedz na pytanie, czy istnieja takie PV, ktdre nie spelniaja warunku (3).

Identyfikacja PV z uzytecznoscig strumienia finansowego pozwala na
rozwazanie nastepujacych warunkéw dodatkowych;

- pierwsze prawo Gossena:

Yoo ceot Tadoi] P @ PV Q) +I-PV(E, C,)<PV(t, aC +(1-0)C,), (9)

- efekt dywersyfikacji:
Vi, o, open s PV C+G) <PV(E, C)+PV(L, C,). (10)

Spelnienie pierwszego prawa Gossena jest warunkiem dostatecznym
na to, aby ujawnil si¢ efekt dywersyfikacji. W tej sytuacji zalozymy dodat-
kowo, ze kazda rozpatrywana PV spelnia warunek (9). Zalozenie to jest
dobrze uzasadnione przez teorie i praktyke ekonomiczng. O inwestorze
uwzgledniajagcym warunek (9) méwimy, ze moze ujawnic awersje do ryzyka.
Zasigg ujawniania sie tej awersji jest jednak ograniczony, gdyz z warunku
(1) otrzymujemy

o oy Vado]F @ PV C)+1-0PV(, C)) = PV (0, aC, +(1-a)C, ). (11)
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Zauwazmy tez, ze zgodnie z (4) dla dowolnego t € ® kazda funkcja
PV(t,-): R" — R spelniajgca warunki (1), (2), (3) definicji Peccatiego ma
ciggle pochodne czastkowe

(12)

Spostrzezenie to wykorzystamy jako dodatkowy warunek nalozony na PV
zdefiniowang jako funkcja spetniajgca warunki (1), (2), (6) i (7). Dodatkowo
w dalszej czeéci pracy nasze rozwazania ograniczymy do przypadku ® =R},

2. Wartos¢ biezaca a absolutny wspdlczynnik awersji do ryzyka

Oceny awersji do ryzyka mozemy dokonac za pomoca absolutnego wspot-
czynnika awersji do ryzyka a(-) [Pratt 1964; Arrow 1971]. Bedziemy tutaj
rozwaza¢ przypadek, kiedy warto$¢ tego wspotczynnika nie zalezy od warto-
$ci nominalnej ocenianej platnosci. W tej sytuacji wspdtczynnik awersji do
ryzyka bedziemy przedstawia¢ jako funkcje terminu odroczenia platnosci
a:R) — R} okreélong za pomocg tozsamosci

aft) = -2l €) (13)
PV.(t, C)

Dzieki warunkowi (11) mozemy zapisaé
a(0) =0. (14)

Ponadto mozemy przypuszczaé, ze awersja do ryzyka narasta stopniowo wraz
z opoOznianiem si¢ terminu platno$ci. Formalnym odzwierciedleniem tego
przypuszczenia jest przyjecie zalozenia, ze wspdtczynnik awersji do ryzyka
jest ciagla funkcja rosnaca terminu odroczenia platnosci.

Dla kazdego t € R" dowolna calka réwnania rézniczkowego (13) jest dana
W postaci

PV(t,C)= A at0C g (15)
alt)
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Latwo jest wykazaé, ze dla kazdego A € R" opisana powyzej funkcja
PV :R" xR" — R spelnia warunek definicyjny (6). Ponadto dla dowolnego
t e R" funkcja ma prawostronng granice wlasciwa w punkcie C = 0. Dzieki
temu, stosujac podstawienie

PV(t,0)= lim PV(t, C):i+3, (16)
c—ot a(t)

dziedzing funkcji PV(-, -) mozemy rozszerzy¢ do produktu kartezjanskiego
R" xR,. Z drugiej strony bezposrednio z (8) otrzymujemy

0=PV(r,0)=—2 1B, (17)
alt)
Dzigki temu mamy
A —a(t)C
PV(t, C)=——(1- . 18
(0= (1= (18)

Stosujac elementarne metody rachunku rézniczkowego mozna wykazac,
ze dla dowolnych A,C € R" wartoé¢ okre$lonej przez (18) funkcji PV(-, C)
spada wraz ze wzrostem wartosci wspotczynnika awersji do ryzyka a(t). W tej
sytuacji, kiedy wspoétczynnik awersji do ryzyka jest rosnacg funkcjg terminu
odroczenia, funkcja PV(., -) spelnia warunek definicyjny (2). Dla dowolnego
C e R, funkcja PV(-, C) ma prawostronng granice wtasciwa w punkcie ¢ = 0.
Mamy tutaj

lim PV(t, C)= lim i(l—e_‘)‘(t)c) = lim é(l—e_"‘c) =A-Clim e =A-C.

t—0" 0" a(t) a—0"

Dzigki temu, stosujgc podstawienie
PV (0, C)= lim PV(t, C), (19)
t—0"

dziedzine funkcji PV(., -) mozemy rozszerzy¢ do produktu kartezjanskiego
R, xR;. Bezpoérednio z warunku (1) otrzymujemy wtedy

_ 1 (i are)_sign (O) (1 —at)d
e e oc(t)(1 ) o) (1= (20)
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W ostatnim kroku dziedzine funkcji PV(, -) rozszerzamy do produktu kar-
tezjaiskiego R x R. Korzystamy tutaj z warunku definicyjnego (7). Dla do-
wolnej pary (¢, C) e Ry x R™ mamy

_ v L awe)_sign (C) (1 —aw)c]
PV(t, C)=—PV(t, —C) a(t)(1 ) e (1 e ) (21)

Ostatecznie funkcje PV : Rj xR — R definiujemy za pomocg tozsamo$ci

PV(t,C)= —Siin(t()c) (1 — el ) (22)

Pokazano juz powyzej, ze funkcja ta spetnia warunki definicyjne (1), (2)
i (7) oraz dla dowolnej trojki (¢, C,, C,) € Ry xR x R warunek (6). Dzigki

(8) i (22), dla dowolnej tréjki (£, C;, C,) e Ry x R™ xR" mamy
PV (t, Cl) <0=PV(t,0)< PV(t, CZ)' (23)

Wykazalismy, ze warunek (6) jest spelniony takze dla dowolnej trojki
(t, C,, C,)) e Ry xRy xRy . Do sprawdzenia pozostat przypadek dowolnej

trojki (t, C;, C,) e Ry xR™ xR ™. Dla C, < C, < 0 mamy

PV(t, Cl):ﬁ(e“(”cl—l% 1 (e“(”CZ—l):PV(t,CZ). (24)

a(t)

W rozdziale tym pokazano, ze okre$lona za pomoca (22) funkcja PV(-, -) jest
przykladem funkgji spelniajgcej warunki (1), (2), (6) i (7) aksjomatycznej
definicji PV.

3. Wartosc¢ biezaca - a wzgledny wspélczynnik awersji
do ryzyka

Inwestor uwzgledniajacy warunek (9) moze ujawni¢ awersje do ryzyka. W tym
rozdziale bedziemy dodatkowo zaklada¢, ze te awersje do ryzyka inwestor
bedzie ujawnial jedynie w srodowisku wyzszych warto$ci naleznosci. Oznacza
to istnienie wartoéci naleznoéci C' e R* takiej, ze:
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— ponizej tej warto$ci inwestor bedzie si¢ wykazywac brakiem awersji do
ryzyka,

- powyzej tej warto$ci inwestor bedzie sie¢ wykazywac awersja do ryzyka.
Oceny awersji do ryzyka mozemy tez dokona¢ za pomocg wzglednego

wspolczynnika ff: R, X(R+ / {C*}) — [0; 1) awersji do ryzyka [de Finetti

1952] okreslonego za pomoca tozsamosci

. PV.(t, C)
B, C)=-C-—5>— (25)
PV.(t, C)
Dzigki warunkowi (11) mozemy zapisaé
B(0, C) =0. (26)

Z tych samych przyczyn co w poprzednim rozdziale przyjmiemy zatoze-
nia, ze w przypadku ujawnienia si¢ awersji wzgledny wspdtczynnik awersji
do ryzyka jest ciagla funkcja rosnacg terminu odroczenia platnosci. Zatem
mozemy zapisac

) 0, Ce(0,C),
B(t, C) ={ . (27)
ﬂ(t), Ce(C ,+oo,

gdzie f: R, — [0; 1) jest ciagla funkcja rosnacg terminu odroczenia platnosci.
Dla kazdej pary (t, C) e R} x (0, C’)réwnanie rézniczkowe (25) przyjmuje
postac

PV, (t,C
0=—C ﬁ (28)
PV (1,C)
Dla kazdego t € R; dowolna catka réwnania rézniczkowego (28) jest dana
w postaci

PV(t,C)=A(t)-C+B(t). (29)

Latwo jest wykaza¢, ze dla kazdego A(f) e R opisana powyzej funkcja
PV : R} x(0, C") = R spelnia warunek definicyjny (6). Ponadto dla dowol-
nego t € R, funkcja PV(t, -) ma prawostronng granice wlasciwg w punkcie
C = 0. Dzigki temu, stosujac podstawienie
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PV(t,0)= lim PV(t, C)=B(t), (30)

c—o0t

dzieTing funkcji PV(-, -) mozemy rozszerzy¢ do produktu kartezjanskiego

Ry x| 0,C" ). Z drugiej strony, bezposrednio z (8) otrzymujemy

0=PV(t, 0) = B(¢). (31)
Dzigki temu mamy

PV(t,C)=A(t)-C. (32)

Z warunku (1) otrzymujemy tutaj
A(0)=1. (33)

Poréwnanie (32) z (2) i (33) dowodzi, ze funkcja A : R — [0; 1] jest malejaca.
Zgodnie z (4) oznacza to, ze

A(t) =v(t), (34)

gdzie v: R — [0; 1] jest dowolnym czynnikiem dyskontujacym okreélajgcym
funkcje spelniajacg warunki (1), (2) i (3) definicji Peccatiego. W szczeg6lnym
przypadku taki czynnik dyskontujacy moze by¢ jedng z funkcji zdyskonto-
wanej uzytecznosci opisanych w [Doyle 2013].

Dzigki ciaglosci funkcji PV dziedzine funkcji PV(:, -) mozemy roz-
szerzy¢ do produktu kartezjanskiego RY x[0, C']. Ostatecznie funkcja
PV : Ry x]0, C"]1— R dana jest za pomoca tozsamosci

PV(t,C)=C-v(t). (35)

Dla kazdej pary (¢, C) e R™ x (C*, + o) réwnanie rézniczkowe (25) przyjmuje
postac

PV(t, C)

t)=-C.—2> 2
AY) PV(t, C)

(36)

Dla kazdego t e R dowolna catka réwnania rézniczkowego (36) jest dana
W postaci
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D(t)

1-B()

Latwo jest wykaza¢, ze dla kazdego D(t) R™ opisana powyzej funkcja
PV :R* x(C",+0) — R spetnia warunek definicyjny (6). Ponadto dla kazdego
t € R"warunek konieczny istnienia pochodnych czastkowych (12) implikuje
nastepujace zaleznosci

PV(t, C)=——2-C"PO L E@p). (37)

C v(t)= lim PV(C)= lim PV(,C)=——"- DO cy- PO L E®), (38)

Co(CY Co(C)* 1-B(t)

v(t)= lim PVo(t,C)= lim PV.(t,C)=D(®)-(C) PV (39)
C—(C)” Cc—(CH*

Koniunkcje warunkow (38) i (39) traktujemy, jako uktad réwnan z niewiado-
mymi D(t) i E(t). Uklad ten posiada dokladnie jedno rozwigzanie

D(t) = (C )P .w(p), (40)
PN ()
E)=~C" (01 (41)
Dzigki temu mamy
1-p(t)
((ij 0
PV(t, C)=C -v(t)~C . (42)

1-B(t)

Bezposrednio z (5), (26) i (42) otrzymujemy (1). Zatem funkcja okreslona
za pomocg tozsamosci (42) spelnia warunek definicyjny (1), co pozwala roz-
szerzy¢ dziedzing funkcji PV(-, -) do produktu kartezjaniskiego R x (C", +0)

. Stosujac elementarne metody rachunku rézniczkowego mozna wykazac,
ze warto$¢ okreslonej przez (42) funkcji PV(-, C ) spada wraz ze wzrostem
wartosci wzglednego wspdtczynnika awersji do ryzyka p(¢). W tej sytuacji,
kiedy wzgledny wspotczynnik awersji do ryzyka jest rosnacg funkcja PV(., -)
terminu odroczenia, funkcja spelnia warunek definicyjny (2).

Zestawiajac razem (35) i (42) definiujemy funkcje PV : R; xR) — R dana
za pomocg tozsamosci



Warto$é biezgca a pierwsze prawo Gossena — studium przypadku 179

C-v(t), celo,C'],

1-4(t)
¢ j _B(t) (43)

c*-v(t)-(C . Ce(C+m),

1-(t)
Ostatecznie, stosujac (7), rozszerzamy dziedzine funkcji PV(., -) do produktu
kartezjariskiego PV : Rj x R — R. Funkcja jest wtedy okreslona za pomoca
tozsamosci

PV(t, C)=

C-v(t), Cel[-C,C],
NG
el G
C-v(t)- ) , Ce(—0,-C)uU(C,+x). (44)

W rozdziale tym pokazano, ze okre§lona za pomoca (44) funkcja PV(-, -) jest
przykladem funkgji spelniajacej warunki (1), (2), (6) i (7) aksjomatycznej
definicji PV.

Podsumowanie

Okreslone za pomoca (22) lub (44) funkcje PV : R xRj — Rnie s3 liniowy-
mi funkcjami wartos$ci ptatnosci C € R. Wynika stad, ze funkcje te nie spetniajg
warunku (3) definicji Peccatiego. W ten sposéb zostala wykazana istotnos¢
przedstawionego w [Piasecki 2012] uogoélnienia aksjomatycznej definicji PV.

Kazda z zaproponowanych powyzej funkcji PV(-, ) spelnia pierwsze prawo
Gossena i nie jest funkcjg addytywng wartosci platnosci. Przebieg zmienno-
$ci kazdej z tych funkcji PV(., -) zalezy jedynie od przebiegéw zmiennosci
wspolczynnika awersji do ryzyka i czynnika dyskontujacego. Kazda z tych
charakterystyk stanowi element opisu srodowiska ekonomicznego. W tej
sytuacji mozna stwierdzi¢, ze przebieg zmienno$ci zaproponowanych tutaj
PV(.,-) jest w pelni uzasadniony przestankami ekonomicznymi. Wszystko to
pokazuje, ze zostal osiggniety gldwny cel badawczy tej pracy.

Kazdy ze wspolczynnikow awersji opisuje behawioralne aspekty zarzg-
dzania finansami. Czynnik dyskontujacy jest obrazem procesu aprecjacji
kapitalu. Przebieg procesu aprecjacji kapitatu jest zalezny od obiektywnych
fundamentalnych wlasciwosci rynku finansowego oraz moze zaleze¢ od roz-
maitych behawioralnych czynnikdéw.
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Przebieg zmiennosci funkeji PV(, -) opisanej w punkcie 2 zalezy jedynie
od absolutnego wspoétczynnika awersji do ryzyka. Oznacza to, ze mozna wy-
znacza¢ PV, kierujac si¢ jedynie przestankami behawioralnymi.

Przebieg zmiennosci funkeji PV(-, -) opisanej w punkcie 3 zalezy réwno-
cze$nie od wzglednego wspdtczynnika awersji do ryzyka oraz od zadanego
czynnika dyskontujgcego. Oznacza to, ze mozna wyznacza¢ PV, kierujac sie
interakcja czynnikéw behawioralnych i fundamentalnych.
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